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Пролог





Рассудок оперирует готовым,
разум создает новое.

В основе эвентологии1 — нового направления теории вероятно-
стей, изучающего движение случайных событий, лежат два чрезвы-
чайно важных, на мой взгляд, наблюдения. Одно из них лаконич-
но сформулировано [206] нобелевским лауреатом Бертраном Рассел-
лом2 в 1946:

«Материя — это просто удобный способ
связывания событий воедино».

А другое, спустя 55 лет намерено сформулированное по аналогии,
выглядит почти идентично:

«Разум — это просто удобный способ
связывания событий воедино».

Второе наблюдение вряд ли может вызвать серьезные возраже-
ния, настолько оно, на мой взгляд, естественно. Однако, если Рас-
селл пришел к своему фундаментальному наблюдению, которое мож-
но найти на самых последних страницах его книги [206], опираясь
на результаты величайших открытий в физике, то обоснованием вто-
рого наблюдения в 2001 году для эвентологов мог служить только
опыт собственного разума.

В прологе собраны мои заметки об эвентологии, написанные в
разное время и по разным поводам. В них я не прибегаю к эвентоло-
гическому математическому аппарату, с которым можно подробно
познакомиться далее в этой книге.

1Эвентология — термин, предложенный автором: от лат. eventum — событие;
eventus — исход, удача, случай, судьба + logy — теория случайных событий.

2Рассел, Бертран Артур Уильям (Russell, Bertrand Arthur William, 1872–
1970) — выдающийся английский математик и философ; лауреат Нобелевской
премии по литературе (1950) «за значительные произведения, в которых он от-
стаивает гуманистические идеалы и свободу мысли».
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Защита эвентологии

«Вещь проста только тогда,
когда ее можно исчерпывающим образом

охарактеризовать несколькими
различными способами,

еще не подозревая, что на самом деле
ты говоришь об одном и том же».

Фейнман3 [97], c. 207.

Событие — это слово не сходит с наших уст. Оно постоянно мель-
кает на полосах газет, звучит на радио и телевидении. Без этого
слова не обходятся философы, его постоянно используют физики и
социологи. Это понятие, имеющее множество определений, настоль-
ко вездесуще и настолько заурядно, что словари избегают его тол-
ковать. Все понимают, что́ такое событие, но каждый вкладывает в
это понятие свой собственный смысл. Вместе с тем, всем абсолютно
ясно, что речь всегда идет об одном и том же — о событии.

Во все века люди пытались приоткрыть тайны настоящего и бу-
дущего, разгадать скрытые желания друзей и замыслы врагов, рас-
крыть тайны любви. Египетские жрецы, античные оракулы, средне-
вековые астрологи, цыганские гадалки тысячелетиями по крупицам
собирали секреты строения и движения разума. Многовековой опыт
предсказаний основан на сокровенных знаниях типичных множеств
случайных событий, определяющих строение и движение разума. Ве-
роятностные распределения множеств случайных событий, до сих
пор не подвергавшиеся систематическому научному анализу, состав-
ляют предмет эвентологии — направления, недавно возникшего в
теории вероятностей на базе колмогоровской аксиоматики.

Эвентологию — теорию случайных событий, изучающую движе-
ние случайных событий и их взаимодействия — можно назвать вер-
шиной теории вероятностей. Однако было бы заблуждением считать,
что предмет эвентологии — вероятностные распределения случай-
ных событий, не привлекал внимания в «доэвентологическую» эру.

3Фейнман, Ричард Филлипс (Feynman, Richard Phillips, 1918 – 1988) — выда-
ющийся американский физик; один из основателей квантовой механики; лауреат
Нобелевской премии по физике (1965).
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Ситуация как раз обратная: привлекал, привлекает и будет привле-
кать: случайные события, их движение и взаимодействия всегда бы-
ли основным предметом теории вероятностей. Но, как оказалось, со-
временная теория вероятностей изучает случайные события не непо-
средственно и не систематически. Иначе говоря, она изучает не сами
по себе случайные события, а только наряду с различного рода из-
меримыми отображениями, определенными на вероятностном про-
странстве: случайными величинами, процессами и прочими случай-
ными элементами линейных пространств; и — не любые случайные
события, а только те, которые порождаются изучаемыми случай-
ными элементами. Эвентология тем и отличается от теории веро-
ятностей, что ее внимание сконцентрировано, главным образом, на
непосредственном и систематическом изучении случайных событий
и их взаимодействий. Кому-то может показаться, что эвентологиче-
ские интересы у́же вероятностных. Это не так. Во-первых, важно
выделение теории случайных событий в самостоятельное направле-
ние теории вероятностей, поскольку оно позволяет размышлять о
строении случайных событий без многих лишних предположений.
Во-вторых, и это, пожалуй, самое интересное, язык случайных со-
бытий — это универсальный язык, с помощью которого есть надежда
получить результаты на пути объединения описаний физики — на-
уки о материи — и того, что ее дополняет: метафизики4 — науки о
разуме

Невыносимая легкость эвентологии

Математики напоминают французов:
услышав что-нибудь,

они сразу переводят это на свой язык,
и все сразу становится иным.

Гёте5, 1829.

Эвентологический «перевод» из Милана Кундеры6 [80]: «Гораз-
4Метафизика понимается в первоначальном аристотелевском смысле: то, что

вне физики; никаких других смыслов, привнесенных последующими эпохами,
здесь в этот термин не вкладывается.

5фон Гёте, Иоганн Вольфганг (von Goethe, Johann Wolfgang, 1749 – 1832) —
немецкий поэт, мыслитель и естествоиспытатель.

6Кундера, Милан (Kundera, Milan, 1929) — чешский писатель.
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до больше, чем множество стереотипных и потому понятных, пред-
сказуемых, с давно известными именами событий, которые сопро-
вождают нас в нашей жизни, значит для нас знак случайностей,
придающий нам мужества резко повернуть и изменить свою судьбу.
Возможно, именно эти случайные события (кстати сказать, совсем
скромные, серые, поистине достойные той повседневности, которая
нас окружает) приводят в движение нашу любовь и становятся ис-
точником энергии, которую мы не исчерпаем до конца дней. Наша
каждодневная жизнь подвергается обстрелу случайностями, точнее
сказать, случайными встречами людей и случайными событиями, на-
зываемыми совпадениями. «Со-впадение» означает, что два неожи-
данных события происходят в одно и то же время, что они сталки-
ваются: вот он или она появляется и в то же время звучит музыка
Бетховена. Огромное множество таких совпадений мы не замечаем
вовсе. Если бы вместо него или нее появился другой или другая, мы
не осознали бы, что звучит Бетховен.

Зарождающаяся любовь, однако, обостряет в нас чувство красо-
ты, и этой музыки мы уже никогда не забудем. Всякий раз, когда
услышим ее, мы растрогаемся. Все, что будет происходить в эту ми-
нуту вокруг нас, озарится этой музыкой и станет прекрасным.

Симметрически замкнутые композиции случайных событий, в ко-
торых возникает одинаковый мотив событий в начале и в конце, мо-
гут показаться выдуманными и чересчур искусственными. Однако
именно так и компонуются человеческие жизни. Они скомпонова-
ны так же, как музыкальное сочинение. Человек, ведомый чувством
красоты, превращает случайное событие (мимолетный взгляд, му-
зыку Бетховена) в мотив, который навсегда останется в композиции
событий его жизни. Он возвращается к нему, повторяет его, изме-
няет, развивает, как композитор — тему своей сонаты. Сам того не
ведая, человек творит свою жизнь по законам красоты даже в по-
ру самой глубокой безысходности. Нельзя, следовательно, упрекать
жизнь в том, что она заворожена тайными встречами случайностей
(подобными неожиданным встречам, обрывкам музыкальных фраз,
порывам ветра), но можно справедливо упрекать большинство лю-
дей в том, что в своей повседневной жизни они слепы к таким слу-
чайностям. Их жизнь тем самым утрачивает свое измерение красо-
ты».
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Эвентология — новое направление теории вероятностей, изуча-
ющее законы движения множеств случайных событий, существова-
ние которых оправдывает невыносимо легкое наблюдение: материя
и разум — это просто удобный способ связывания событий воедино.
Наряду с математическими и эвентологическими вопросами эвенто-
логия затрагивает общечеловеческие и философские вопросы, над
которыми каждый из нас задумывается и размышляет на протяже-
нии всей своей жизни.
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Часть первая

ЭВЕНТОЛОГИЯ





Глава 1
ОБЩИЕ ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКИЕ
ПРИНЦИПЫ

Рассматриваются общие принципы, лежащие в основе эвен-
тологии как науки о событиях. Эти общие принципы суще-
ственно расширяют теоретические и прикладные возможности
эвентологии, предоставляют общую эвентологическую точку
зрения как на постановку, так и на решение не только многих
известных, но и целого ряда новых задач в теории вероят-
ностей, математической статистике, а также в естественных,
гуманитарных и социально-экономических науках.

1.1 Пространство исходов бытия

Пространство исходов бытия — пространство, элементами которо-
го служат все возможные состояния бытия; считается заданным до
начала любого эвентологического исследования; играет роль общего
пространства Ω элементарных событий ω ∈ Ω, образующего вместе
с алгеброй F и вероятностью P общее вероятностное пространство
(Ω,F ,P), которое называется эвентологическим пространством.

1.2 Событие

Событие, «со-бытие» — способ сосуществования бытия и разума;
ключевое понятие эвентологии, определяемое как воспринимаемое
и/или создаваемое разумом «со-бытие» x ⊆ Ω, x ∈ F — подмно-
жество пространства исходов бытия; то, что присуще вероятности
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и ценности, составляет их конкретное существование — без вероят-
ности P(x) и ценности V(x) событие x существовать не может; а
также: «со-бытие» x — это то, что произошло, происходит или будет
происходить (ω ∈ x) в определённой точке пространства-времени, и
следовательно могло, может или сможет быть воспринятым и/или
созданным разумом в данной точке пространства-времени. Колмо-
горовское событие1 — одно из основных понятий теории вероятно-
стей. Понятие события используется во всех без исключения гумани-
тарных, социальных, естественных науках и математике. В обыден-
ном смысле событие — это то или иное значительное явление, факт,
состояние, ситуация или стечение обстоятельств общественной или
личной жизни.

1.3 Разрешающая событийная
способность разума

Разрешающая событийная способность разума, ограниченная раз-
личимость разумом элементарных событий ω ∈ Ω, означает, что раз-
личные исходы бытия ω ∈ Ω отделяются частным разумом2 один
от другого только в том случае, если они принадлежат различным
событиям-терраскам

ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc, X ⊆ X,

которые порождены множеством событий X ⊆ F , определяющим
данный частный разум; «разрешающая событийная способность част-
ного разума» ограничена фрагментами (событиями-террасками) раз-
биения пространства исходов бытия:

Ω =
∑

X⊆X

ter(X),

которыми только и может оперировать частный разум, чтобы отли-
чить один исход бытия ω ∈ Ω от другого ω′ ∈ Ω.

1Колмогоровское событие — подмножество пространства исходов бытия, удо-
влетворяющее колмогоровским аксиомам теории вероятностей.

2Частный разум — разумный субъект.
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Ω

ter(∅) ter(x) x

ter(xy) ter(xz)

ter(xyz)

ter(y) ter(yz) ter(z)

y z

Рис. 1.1. Разрешающая способность разума ограничена событиями-
террасками ter(X), порожденными его собственным множеством событий
X = {x, y, z}: каждое из восьми событий-террасок ter(∅), ter(x), ter(y), ter(z),
ter(xy), ter(xz), ter(yz) и ter(xyz) воспринимается разумом как собственное

элементарное со-бытие.

Исходы бытия ω ∈ ter(X) и ω′ ∈ ter(X), попадающие в одно
и то же событие-терраску ter(X), воспринимаются частным разу-
мом как идентичные; «собственные» события-терраски ter(X), т.е.
события-терраски, порожденные «собственным» множеством собы-
тий X, частный разум воспринимает как элементарные события, ка-
ковыми они не являются по своей природе; частный разум различает
исходы бытия «с точностью до собственных событий-террасок».
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1.4 Перспективность «со-бытия»
и перспективность событий

Перспективность «со-бытия» — это способность разума восприни-
мать и осознавать собственное «со-бытие» перспективно и ретро-
спективно как во времени, так и в пространстве; способность разума
перспективно отождествлять собственное «со-бытие» в прошлом, на-
стоящем и будущем в различных точках пространства; способность
разума объединять в собственном одноактном «со-бытии» стечения
множеств событий, происходящих в различных точках времени и
пространства.

1.5 Дуальность «со-бытия» и дуальное событие

То, что сжимают, расширяется.
То, что ослабляют, укрепляется.

То, что уничтожают, расцветает.
Кто хочет отнять, теряет.
Мягкое преодолевает твёрдое.

Слабое побеждает сильное.

Лао-Цзы3 [82].

Дуальность «со-бытия» — основа полярности разума и бытия;
устанавливает два взаимопроникающих начала события: «быть вос-
принятым» и «быть созданным» частным разумом; отражает два
способа «со-быть» для частного разума: «со-быть приёмником» (вос-
приятие) и «со-быть источником» (деятельность). Дуальность по-
лярных начал разума и бытия воплощена в древнекитайском сим-
воле «Инь и Ян»4. Принцип «дуальности со-бытия» особо выделяет

3Лао-Цзы (Старый Младенец, Мудрый Старец, VI-V века до н. э.) — древ-
некитайский философ, один из основателей даосизма, автор трактата «Дао Дэ
Цзин» («Канон Пути и Благодати», другое название «Три Телеги» — написан-
ный на бамбуке занимал три телеги).

4Инь и Ян — одна из основ древнекитайской философии. В «Книге перемен»
(«И-цзин», англ. «I Ching», 1 тыс. до н. э.) пара противоположных начал, выра-
жающая идею дуальности «со-бытия» — основу полярности бытия и разума в
неограниченном ряду противоположностей: тёмное и светлое, отрицательное
и положительное, пассивное и активное, мягкое и твёрдое, холодное и горячее,
восприятие (любить) и творчество (творить), логика (осознанное) и инту-
иция (неосознанное), ложь и истина, расчёт и риск, внутреннее и внешнее,
нижнее и верхнее, обольщение и прозрение , тело и душа, женское и муж-
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одну пару противоположных начал: восприятие и деятельность,
отводя ей роль основополагающей пары, событийно порождающей
все остальные мыслимые пары противоположных начал разума и
бытия; эвентологической моделью принципа дуальности «со-бытия»
служит дуальное событие

ẍµ = {x↑µ, x↓µ}

— пара колмогоровских событий, где x↑µ ⊆ Ω — создание «со-бытия»
x, а x↓µ ⊆ Ω — восприятие «со-бытия» x частным разумом µ ∈ M.

Рис. 1.2. Символ Инь и Ян — одна из основ древнекитайской философии. В
«Книге перемен» («И-цзин», англ. «I Ching», 1 тыс. до н. э.) пара противопо-
ложных начал, выражающая идею дуальности «со-бытия» — полярности бытия
и разума. Светлая точка на тёмном фоне и тёмная на светлом символизируют

взаимопроникновение дуальных начал «со-бытия».

1.5.1 Событийное восприятие

Событийное восприятие5 — ощущение и осознание «со-бытий» част-
ным разумом; пассивное взаимодействие частного разума и бытия;
включает вспомогательную деятельность, призванную обслуживать
это взаимодействие; обычно происходит сверхбыстро, неосознанно,
не выражается словесно, чаще всего не требует строгой мотивации;

ское, земное и небесное, зло и добро (в западной культуре) и т.д., существую-
щих вместе в постоянном взаимодействии. Этимологически означает теневой и
солнечный склоны холма или берега реки (см. рис. 1.2 и 14.7).

5На другое восприятие разум не способен.
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x↑µ =«µ-создание x»

x↑µ ∩ (x↓µ)c

x↑µ ∩ x↓µ

(x↑µ)c ∩ x↓µ(x↑µ)c ∩ (x↓µ)c

«µ-восприятие x»= x↓µ

Рис. 1.3. Диаграмма Венна дуального события ẍµ = {x↑µ, x↓µ}, состоящего из
двух колмогоровских событий: x↑µ = «µ-создание x» и x↓µ = «µ-восприятие x»,
которое разбивает Ω на четыре события-терраски x↑µ∩x↓µ, x↑µ∩ (x↓µ)c, (x↑µ)c∩x↓µ

и (x↑µ)c ∩ (x↓µ)c.

порождается способностью частного разума быть приёмником собы-
тий, связывая, сравнивая и анализируя ощущения различных собы-
тий, реализуя своё событийное восприятие; «узнавание» частным
разумом «со-бытия», основанное на принципе перспективности со-
бытий, — сложный быстрый процесс, состоящий из трёх уровней,
обычно не осознаваемых раздельно:

• «простое восприятие» (воспоминание и сравнение событий),
• «сложное восприятие» (воспоминание о взаимосвязях между

событиями),
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• «полное восприятие» (воспоминание о событии в общем ряду
прошлых событий);

на всех трёх уровнях основано главным образом на способности част-
ного разума помнить прошлые события и связывать их с настоящими
и будущими событиями.

1.5.2 Событийная деятельность

Событийная деятельность6 — создание событий частным разумом;
активное взаимодействие частного разума и бытия; включает вос-
приятие событий, призванное обслуживать это взаимодействие; свя-
зана с мотивами, побуждающими к деятельности, и целями — ожи-
даемыми результатами деятельности: безмотивной деятельности
не бывает; порождается способностью частного разума быть источ-
ником событий (событий-действий и событий-операций), создавая
которые он реализует свою событийную деятельность. Деятель-
ность частного разума по созданию «со-бытия», основанная на прин-
ципе перспективности событий, — сложный и постепенный процесс,
состоящий из обыкновенно не осознаваемых раздельно трёх уровней:

• «простая деятельность» (предвидение и сравнение событий),
• «сложная деятельность» (предвидение взаимосвязей между бу-

дущими событиями),
• «полная деятельность» (предвидение события в ряду будущих

событий).
Деятельность на всех трёх уровнях основана главным образом на
способности частного разума представить будущий ход событий и
связать его с настоящими и прошлыми событиями. Не всякая актив-
ность частного разума есть деятельность. Деятельность — всегда
осознанные действия, акт поведения. Неосознанные действия (авто-
матизм) не являются актами поведения, а следовательно — и дея-
тельностью.

1.6 Вероятность события

Вероятность события P(x) — одно из существенных свойств события
x ⊆ Ω, воспринимаемое и осознаваемое разумом; то, что ему при-
суще, составляет его конкретное существование — без вероятности

6На другую деятельность разум не способен.
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P(x) событие x существовать не может, как и вероятность P(x) не
может существовать без события x; характеризует вероятность разу-
ма «со-быть», степень возможности разума «со-быть» — воспринять
и осознать наступление (ω ∈ x) данного события x в результате ис-
хода бытия ω ∈ Ω; отражает основополагающее отношение разума,
события и бытия; лежит в основе вероятностных закономерностей,
описывающих природу объективной и субъективной неопределённо-
сти.

1.7 Ценность события

Ценность события — одно из существенных свойств события, осо-
знаваемое разумом; то, что ему присуще, составляет его конкретное
существование — без ценности событие существовать не может, как
и ценность не существует без события; характеризует степень цен-
ности для разума «со-быть» — воспринять и создать наступление
данного события в результате исхода бытия; отражает основопола-
гающее отношение разума, события и бытия; лежит в основе веро-
ятностных закономерностей, описывающих природу объективной и
субъективной неопределённости; подразделяется на два вида:

• ценность восприятия — ценность V(x↓µ) события x↓µ, ценность
восприятия разумом µ «со-бытия» x;

• ценность деятельности — ценность W(x↑µ) события x↑µ, цен-
ность создания разумом µ «со-бытия» x;

математически определяется соотношениями «ценность — вероят-
ность», одно из которых «ценность восприятия — вероятность»

P(x↓µ)
p0

= exp
{
− βµ(V(x↓µ)− v0)

}

основано на аналогичном соотношении Больцмана «энтропия — ве-
роятность» из статистической механики, а второе «ценность деятель-
ности — вероятность»

P(x↑µ)
p0

= exp
{

γµ(W(x↑µ)− w0)
}
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не имеет аналогов в естественных науках7.

1.8 Нечёткость «со-бытия» и нечёткое событие

Нечёткость «со-бытия» порождается совокупностью частных раз-
умов, которые не способны одинаковым образом «со-быть» — одина-
ково воспринимать «одно и то же» бытие; в результате такой неспо-
собности разумов любое совокупное «со-бытие» состоит из множе-
ства различных частных «со-бытий»-образов, каждое из которых
есть «со-бытие» частных разумов из совокупности, воспринимае-
мое ими как одно и то же совокупное «со-бытие»; множество част-
ных событий-образов определяется в эвентологической теории как
нечёткое событие

x̃ = {xµ, µ ∈ M};
эвентологическая функция принадлежности нечёткого события x̃ оп-
ределяется как среднее индикаторных функций событий-образов xµ:

1x̃(ω) =
1
|M|

∑

µ∈M

1xµ(ω).

Эвентологическое понятие нечёткого события существенно обобща-
ет аналогичное из классической теории нечётких множеств Заде,
где нечёткое событие фактически отождествляется с функцией при-
надлежности, определенной на пространстве элементарных событий.
Более того, эвентологическая теория рассматривает еще один вид
нечёткости — нечёткость частного разума µ ∈ M, которая порожда-
ется множеством событий X ⊆ F , и математической моделью кото-
рой служит нечёткое событие

µ̃ = {xµ, x ∈ X}
с соответствующей эвентологической функцией принадлежности

1µ̃(ω) =
1
|X|

∑

x∈X

1xµ(ω).

7Параметры соотношений «ценность — вероятность» βµ > 0 и γµ > 0 харак-
теризуют частный разум µ ∈ M: βµ — интенсивность восприятия, γµ — интен-
сивность деятельности частного разума µ; параметры p0, v0 и w0 обеспечивают
для P выполнение аксиом теории вероятностей.
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С эвентологической точки зрения невозможно определить нечёткое
событие вообще. Любое нечёткое событие — это относительное по-
нятие, которое определяется множеством частных разумов M или
множеством событий X ⊆ F .

1.9 Разум как множество событий

Любое изложение эвентологической теории не может обойтись без
разъяснения ключевого положения эвентологии: разум µ ∈ M —
это множество событий

µ̃ = {xµ, x ∈ X};

точнее: разумный субъект µ ∈ M — это эвентологическое распре-
деление (Э-распределение) множества событий µ̃.

Эвентология выдвигает и более парадоксальное обратное положе-
ние: любое Э-распределение множества событий — это разум. Мно-
жество событий, о котором идет речь, — это так называемое «соб-
ственное» множество событий, «принадлежащее» разуму и его эвен-
тологически определяющее. Таким образом разум — это Э-распреде-
ление его собственного множества событий; а то, что владеет
Э-распределением множества событий, есть разум.

Если второе положение выглядит спорным, то с первым частный
разум обычно соглашается без особых усилий. Однако после такого
общего соглашения почти всегда наступает «момент истины»: ра-
зумному субъекту оказывается легче представить себя «вырожден-
ным Э-распределением», чем «общим», о котором идет речь в эвен-
тологической теории. Чтобы развеять данное сомнение, каждому из
нас ничего не остается, как мысленно представить свое повседневное
поведение, в котором собственное Э-распределение наиболее очевид-
ным образом проявляется на том или на другом множестве событий:
эвентологическая покупка: частный разум в супермаркете; эвенто-
логическое мнение: частный разум и его собственное мнение; эвен-
тологический выбор: частный разум принимает решение.

1.10 Человек событийный (Homo eventus)
Разум возникает

там и тогда, где и когда
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рождается способность
преодолевать страх.

Человек — общественное существо, обладающее сознанием, ра-
зумом; субъект исторической деятельности и культуры. Сущность
человека, его происхождение и назначение, место человека в ми-
ре неизменно остаются центральными проблемами религии, фило-
софии, общественных и естественных наук, а также — математики.

Биологический вид Homo biologicus включается в отряд прима-
тов. Человека умелого (Homo habilis, 8–5 млн. лет назад) считают
первым представителем вида Homo. 1.6 – 1.5 млн. лет назад по-
явился человек прямоходящий (Homo erectus). Позднее возник че-
ловек разумный (Homo sapiens). Около 40 тыс. лет назад (ранний
палеолит) человек разумный становится единственным представи-
телем семейства гоминид и к концу палеолита заселяет практически
всю Землю. Культурологический вид Homo culturologicus разделя-
ется на различные типы. Если основной фигурой Возрождения был
человек-строитель (Homo faber), фигурой информационного обще-
ства — человек-познаватель (Homo sapiens), то основной фигурой
нового общества становится бизнес-человек, человек-изобретатель,
человек выдумывающий. Ни в одну из прошедших эпох такой человек
не был наиболее распространенным типом. Хейзинга8 ввел в культу-
рологию еще один термин — Homo ludens (человек играющий)9, имея
в виду, что человек, как и животное до человека, оформляет свою
жизнь в виде игры и таким образом строит свою культуру во всем ее
разнообразии. Экономический вид Homo economicus имеет свои раз-
новидности. Современная экономическая теория предполагает суще-
ствование Homo economicus (человека экономического)10, который

8Хейзинга, Иоганн (Huizinga, Iohann, 1872–1945) — нидерландский философ
и историк, занимался морфологическим анализом процесса культурного разви-
тия, термин Homo ludens введен им в книге: (1939) Homo ludens. Versuch einer
Bestimmung des Spielelementes der Kultur (Человек играющий. Попытка опреде-
ления игрового элемента культуры).

9Homo ludens, лат. — человек играющий
10Homo economicus (лат.), economic man (англ.) — человек экономический

(человек рационального поведения — термин, который многие экономисты ис-
пользуют, когда выводят, объясняют и проверяют свои модели и теории; чело-
век с высокоразвитой экономической интуицией и обширными познаниями, при-
нимающий рациональные варианты экономических решений; идеальная модель
экономического субъекта, поведение которого рационально и характеризуется
стремлением получить максимальную выгоду).
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способен в своем поведении принимать рациональные решения. В
последние годы наряду с человеком экономическим предполагается
также существование Homo reciprocans11 — человека обменивающе-
гося, который склонен к кооперативному поведению и ждет такого
же поведения от окружающих. В других областях, желая выделить
ту или иную строну человеческого поведения, иногда говорят о Homo
sociologicus, Homo politicus, Homo religiosus12 и т.п.

Однако все перечисленные выше виды Homo выглядят заметно
более частными по сравнению с эвентологическим представлением
о человеке и могут рассматриваться как различные стороны свое-
образного эвентологического вида Homo — человека событийного
(Homo eventus)13, олицетворяющего собой ту индивидуальную по-
следовательность событий, которая полностью определяет личность
и существование человека. С точки зрения эвентологии последо-
вательность событий, как и любое множество событий, однознач-
но характеризуется своим эвентологическим распределением (Э-рас-
пределением). Следовательно, как эвентологический вид человек со-
бытийный обладает и определяется собственным индивидуальным
Э-распределением. Homo eventus стремится к Э-гармоничным от-
ношениям с окружающим миром. Э-гармоничное поведение Homo
eventus противопоставляется рыночному поведению (крест Маршал-
ла: спрос–предложение), к которому стремится классический Homo
economicus, а также — Э-рыночному поведению (Э-крест Маршалла:
Э-спрос–Э-предложение), к которому стремится эвентологический
Homo economics. Э-гармоничное поведение — оригинальная эвенто-
логическая формулировка стремлений Homo eventus, опирающаяся
на теорию перспектив (Канеман и Тверски [166, 225]) и теорию ре-
флексии (Лефевр [178]). Теория перспектив предлагает отказаться
от модели Homo economicus в пользу человека иррационального, по-
ведение которого иррационально и формируется на основе собствен-
ных вкусов и предпочтений, эмоций и заблуждений. Теория рефлек-

11Homo reciprocans (лат.) — человек обменивающийся, модель человеческого
поведения, отличающаяся от поведения Homo еconomicus повышенным уровнем
кооперативности, с одной стороны, и склонностью наказывать партнеров за неко-
оперативное поведение, даже в ущерб своим частным интересам, — с другой.

12Homo sociologicus, Homo politicus, Homo religiosus (лат.) — человек социо-
логический, человек политический, человек религиозный.

13Homo eventus (лат.) — человек событийный
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сии считает, что «разум появляется там и тогда, где и когда появля-
ется способность делать вероятностный выбор», которая нужна ра-
зуму для поддержания вероятностной гармонии между собственным
иррациональным эвентологическим поведением и эвентологическим
состоянием окружающего мира.
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Часть вторая

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ЭВЕНТОЛОГИЯ





Глава 2
АКСИОМАТИКА КОЛМОГОРОВА

Аксиоматика Колмогорова — общепринятый аксиоматиче-
ский подход к математическому описанию события и веро-
ятности; предложен Андреем Николаевичем Колмогоровым в
1929; придал теории вероятностей современный стиль.

2.1 История аксиоматизации
теории вероятностей

Проблема аксиоматизации теории вероятностей включена Гильбер-
том1 в формулировку его 6-й проблемы «Математическое изложение
основ физики»:

«С исследованиями по основаниям геометрии близко связана за-
дача об аксиоматическом построении по этому же образцу тех фи-
зических дисциплин, в которых уже теперь математика играет вы-
дающуюся роль: это в первую очередь теория вероятностей и меха-
ника. Что касается аксиом теории вероятностей, то мне казалось бы
желательным, чтобы параллельно с логическим обоснованием этой
теории шло рука об руку строгое и удовлетворительное развитие
метода средних значений в математической физике, в частности, в
кинетической теории газов».

1Гильберт, Давид (нем. Hilbert, David, 1862–1943) — выдающийся немецкий
математик. Его работы оказали большое влияние на развитие многих разделов
математики: теории инвариантов (1885-93), теории алгебраических чисел (1893-
98), оснований геометрии (1898-1902), теории интегральных уравнений (1900-10),
основ математической физики (1910-22), логических основ математики (1922-39)
и др.
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До Колмогорова2 попытки аксиоматизировать теорию вероятно-
стей предпринимали Больман3 (1908) [110], Бернштейн4 (1917) [5],
Мизес5 (1919 и 1928) [190], а также Ломницкий6 (1923) [182] на базе
идей Бореля7 [113] о связи понятий вероятности и меры.

Колмогоров под влиянием идей теорий множеств, меры, интегри-
рования, функций сформулировал простую систему аксиом (вообще
говоря, не являющуюся единственной) [78, 79], которая позволила
описать уже существовавшие к тому времени классические разде-
лы теории вероятностей, дать толчок развитию её новых разделов,
например, теории случайных процессов, и стала общепринятой в со-
временной теории вероятностей.

2.2 Колмогоровские аксиомы
элементарной теории вероятностей

Элементарная теория вероятностей — та часть теории вероятностей,
в которой приходится иметь дело с вероятностями лишь конечного
числа событий. Теория вероятностей, как математическая дисципли-
на, может и должна быть аксиоматизирована совершенно в том же
смысле, как геометрия или алгебра. Это означает, что, после того как

2Колмогоров, Андрей Николаевич (1903–1987) — выдающийся русский мате-
матик. Основоположник современной теории вероятностей. Работал в области
топологии, логики, теории турбулентности, теории сложности алгоритмов.

3Больман Г. (Bohlmann G.) — немецкий математик.
4Бернштейн, Сергей Натанович (1880–1968) — российский математик. Ос-

новные труды по теориям функций, приближений, дифференциальных уравне-
ниях, а также по теории вероятностей, в которой им предложена одна из первых
(1917) аксиоматик. В теории приближений его имя носят «полиномы Бернштей-
на».

5фон Мизес, Рихард Эдлер (нем. von Mises, Richard Edler, 1883–1953) —
немецкий математик и механик. Основные работы в механике жидкостей, аэро-
динамике, аэронавтике, статистике и теории вероятностей. В теории вероятно-
стей предложил и отстаивал частотную концепцию понятия вероятности, ввел в
общее употребление интегралы Стильтеса и первым разъяснил роль теории мар-
ковских цепей в физике. Признанный эксперт в поэзии Райнера Марии Рильке.

6Ломницкий А. (Lomnicki A.) — французский математик.
7Борель, Феликс Эдуард Жустин Эмиль (фр. Borel, Félix Édouard Justin

Émile, 1871–1956) — французский математик и политический деятель. Один
из основоположников теории меры (вместе с Рене Бэром и Анри Лебегом) и её
приложений в теории вероятности. Многие математические объекты названы его
именем.
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даны названия изучаемым объектам и их основным отношениям, а
также аксиомы, которым эти отношения должны подчиняться, всё
дальнейшее изложение должно основываться исключительно лишь
на этих аксиомах, не опираясь на обычное конкретное значение этих
объектов и их отношений. Аксиоматизация теории вероятностей мо-
жет быть проведена различными способами в отношении как выбора
аксиом, так и выбора основных понятий и основных соотношений.
Если преследовать цель возможной простоты как самой системы ак-
сиом, так и построения на ней дальнейшей теории, то представляется
наиболее целесообразным аксиоматизирование понятия случайного
события и его вероятности.

Пусть Ω — множество элементов ω, которые называются элемен-
тарными событиями, а F — множество подмножеств Ω, называемых
случайными событиями (или просто — событиями), а Ω — простран-
ством элементарных событии.

Аксиома I (алгебра событий). F является алгеброй событий.
Аксиома II (существование вероятности событий). Каждому

событию x из F поставлено в соответствие неотрицательное действи-
тельное число P(x), которое называется вероятностью события x.

Аксиома III (нормировка вероятности). P(Ω) = 1.
Аксиома IV (аддитивность вероятности). Если события x и y

не пересекаются, то P(x + y) = P(x) + P(y).
Совокупность объектов (Ω,F ,P), удовлетворяющая аксиомам I-

IV, называется вероятностным пространством (у Колмогорова: поле
вероятностей). Система аксиом I-IV непротиворечива. Это показы-
вает следующий пример: Ω состоит из единственного элемента ω, F
— из Ω и невозможного событий (пустого множества) ∅, при этом
положено P(Ω) = 1,P(∅) = 0. Однако эта система аксиом не являет-
ся полной: в разных вопросах теории вероятностей рассматриваются
различные вероятностные пространства.

2.3 Колмогоровская
эмпирическая дедукция аксиом

Обычно можно предполагать, что система F рассматриваемых собы-
тий x, y, z, . . . , которым приписаны определённые вероятности, об-
разует алгебру событий, содержащую в качестве элемента множе-
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ство Ω (аксиома I, а также первая часть аксиомы II — существо-
вание вероятности). Можно практически быть уверенным, что ес-
ли эксперимент повторен большое число n раз и если при этом че-
рез m обозначено число наступления события x, то отношение m/n
будет мало отличаться от P(x). Далее ясно, что 0 ≤ m/n ≤ 1,
так что вторая часть аксиомы II оказывается вполне естественной.
Для события Ω всегда m = n, благодаря чему естественно поло-
жить P(Ω) = 1 (аксиома III ). Если, наконец, x и y несовместны
между собой (то есть события x и y не пересекаются как подмно-
жества Ω), то m = m1 + m2, где m,m1,m2 обозначают соответ-
ственно число экспериментов, исходами которых служат события
x + y, x, y. Отсюда следует: m

n = m1
n + m2

n . Поэтому уместно поло-
жить: P(x + y) = P(x) + P(y) (аксиома IV ).

2.4 Аксиома непрерывности и
бесконечные вероятностные пространства

В отличие от элементарной теории вероятностей, теоремы, которые
выводятся в общей математической теории вероятностей, естествен-
но применяются также и к вопросам, связанным с бесконечным чис-
лом случайных событий, однако при изучении этих последних приме-
няются существенно новые принципы. В большей части современной
теории вероятностей предполагается, что кроме аксиом элементар-
ной теории вероятностей (I-IV) выполняется ещё следующая

Аксиома V (аксиома непрерывности). Для убывающей последо-
вательности x1 ⊇ x2 . . . ⊇ xn ⊇ . . . событий из F такой, что :⋂

n xn = ∅, имеет место равенство : limn P(xn) = 0.

Аксиома непрерывности — это единственная аксиома современ-
ной теории вероятностей, относящаяся именно к ситуации бесконеч-
ного числа случайных событий. Обычно в современной теории ве-
роятностей вероятностным пространством называется только такое
вероятностное пространство (Ω,F ,P), которое, кроме того, удовле-
творяет аксиоме V. Вероятностные пространства в смысле аксиом
I-IV Колмогоров предлагал называть вероятностными простран-
ствами в расширенном смысле (у Колмогорова: поле вероятностей
в расширенном смысле), в настоящее время этот термин употребля-
ется крайне редко. Заметим, что если система событий F конечна,
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аксиома V следует из аксиом I-IV. Все модели с вероятностными
пространствами в расширенном смысле удовлетворяют, следователь-
но, аксиоме V. Система аксиом I-V является непротиворечивой и
неполной. Напротив, для бесконечных вероятностных пространств
аксиома V является независимой от аксиом I-IV.

Так как новая аксиома существенна лишь для бесконечных веро-
ятностных пространств, то почти невозможно разъяснить её эмпири-
ческое значение, например, так, как это было проделано с аксиомами
I-IV элементарной теории вероятности. При описании какого-либо
действительно наблюдаемого случайного процесса можно получать
только конечные поля — вероятностные пространства в расширен-
ном смысле. Бесконечные вероятностные пространства появляются
как идеализированные схемы действительных случайных явлений.
Общепринято молчаливо ограничиваться такими схемами, которые
удовлетворяют аксиоме V, что оказывается целесообразным и эф-
фективным в различных исследованиях.

2.5 Бесконечные вероятностные пространства
и «идеальные события»

Алгебра F событий пространства элементарных событий Ω называ-
ется борелевской алгеброй, если все счётные суммы

∑
n xn событий

xn из F принадлежат F . В современной теории вероятностей бо-
релевские алгебры событий обычно называют σ-алгебрами событий
(сигма-алгебрами). Пусть дано вероятностное пространство в рас-
ширенном смысле (Ω,F0,P). Известно, что существует наименьшая
сигма-алгебра F = σ(F0), содержащая F0. Более того, справедлива

Теорема (о продолжении).Определённую на (Ω,F0) неотрицатель-
ную счётно-аддитивную функцию множеств P = P(·) всегда мож-
но продолжить с сохранением обоих свойств (неотрицательности
и счётной аддитивности) на все множества из F и при этом един-
ственным образом.

Таким образом, каждое вероятностное пространство в расширен-
ном смысле (Ω,F0,P) может быть математически корректно продол-
жено до бесконечного вероятностного пространства (Ω,F ,P), кото-
рое в современной теории вероятностей принято называть просто
вероятностным пространством.
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Вместе с тем множества из сигма-алгебры F бесконечного вероят-
ностного пространства можно рассматривать только как «идеальные
события»8, которым ничего не соответствует в реальном мире. Если,
однако, рассуждение, которое использует вероятности таких «иде-
альных событий» приводит к определению вероятностей «реального
события» из F , то это определение, очевидно, автоматически будет
непротиворечивым и с эмпирической точки зрения.

8Термин А. Н. Колмогорова [78, 79].



Глава 3
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ
ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКИЕ
ПРИНЦИПЫ

Предлагаются математические эвентологические принци-
пы, которые вместе с общими эвентологическими принципа-
ми составляют основу эвентологии и математической эвен-
тологии: «Двойственность множества событий и случайного
множества событий», «Эквивалентность множества событий
и эвентологического распределения», «Эвентологическая три-
ада: событие, вероятность и ценность».

3.1 Двойственность множества событий
и случайного множества событий

Эвентологическая двойственность понятий множества случайных со-
бытий и случайного множества событий заключается в том, что
одно и то же эвентологическое распределение служит вероятност-
ным распределением двух разных математических объектов: мно-
жества случайных событий и случайного множества событий; при
этом события-терраски, порожденные множеством событий, также
интерпретируются двойственным образом.

Множество событий, множество случайных событий — мно-
жество избранных событий X ⊆ F некоторого эвентологического
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пространства (Ω,F ,P); а также случайное множество событий

K : (Ω,F ,P) →
(
2X, 22X

)
,

определенное под множеством избранных событий X, позволяют за-
писывать одни и те же события-терраски ter(X) ∈ F , порождаемые
множеством событий X и измеримые относительно алгебры F , двумя
способами: на языке

• событий — подмножеств x ⊆ Ω:

ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc ⊆ Ω;

• множеств событий — подмножеств X ⊆ X:

ter(X) =
{

ω : K(ω) = X
}
⊆ Ω.

3.2 Эквивалентность множества событий
и эвентологического распределения

Эвентологическая эквивалентность понятий множества событий,
случайного множества событий и эвентологического распределения
заключается в том, что задание множества событий, как и зада-
ние соответствующего случайного множества событий эквивалент-
но заданию эвентологического распределения — набора вероятностей
событий-террасок, порожденных данным множеством событий.

Эвентологическое распределение (Э-распределение) множества со-
бытий X, состоящего из N = |X| событий, — это набор из 2N веро-
ятностей событий-террасок ter(X) ⊆ Ω, порожденных этим множе-
ством событий. Множество всех таких событий-террасок образует
разбиение пространства элементарных событий

Ω =
∑

X⊆X

ter(X),

а набор вероятностей фрагментов разбиения1
{

p(X) = P(ter(X)), X ⊆ X
}

1Фрагменты разбиения Ω — это события-терраски ter(X), X ⊆ X.
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Ωx

ter(∅) ter(x)
K = ∅ K = {x}

ter(xy) ter(xz)
K = {x, y} K = {x, z}

ter(xyz)
K = {x, y, z}

ter(y) ter(yz) ter(z)
K = {y} K = {y, z} K = {z}

y z

Рис. 3.1. Диаграмма Венна, иллюстрирующая двойственность триплета собы-

тий X = {x, y, z} и случайного триплета событий K : (Ω,F ,P) →
(

2X, 22X
)

— случайного элемента со значениями из множества всех подмножеств событий
2X. События-терраски ter(X), порожденные триплетом событий X, взаимно-
однозначно «занумерованы» подмножествами X ⊆ X, которые одновременно
служат возможными значениями случайного триплета событий K. При этом

ter(X) = {ω : K(ω) = X}.

— это и есть Э-распределение множества событий X.
Из принципа эквивалентности множества событий и Э-распреде-

ления следует, что множество событий X — это сложная система
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событий, которая определяет не только вероятности всех N собы-
тий из X, но и полную структуру зависимостей этих событий между
собой, включающую зависимости любых подмножеств событий: от
дуплетов событий до всего множества X.

3.3 Триада: событие, вероятность и ценность

Эвентологическая триада понятий — основополагающий принцип
в эвентологии, в соответствии с которым любое событие обладает
двумя неотъемлемыми существенными свойствами: вероятностью и
ценностью, образующими вместе с самим событием так называемую
эвентологическую триаду:

(событие, вероятность события, ценность события).

В эвентологической триаде вероятность и ценность события связаны
либо эвентологическим больцмановским соотношением, либо эвенто-
логическим гиббсовским соотношением; таким образом, это — либо
эвентологическая триада Больцмана, либо эвентологическая триада
Гиббса; кроме того, принцип дуальности «со-бытия» предполагает
рассматривать ценность дуального события как неразделимую па-
ру взаимопроникающих понятий: ценность восприятия события и
ценность создания события.



Глава 4
МНОЖЕСТВО СОБЫТИЙ

Обсуждается и определяется ключевое понятие эвентоло-
гии — множество событий, а также некоторые связанные с ним
понятия: события-терраски, события-слои, случайное множе-
ство событий, эвентологическое распределение, сет-средние ха-
рактеристики множества событий, эвентологическая статисти-
ка.

4.1 Введение

Индивидуальный разум1 способен осознавать лишь некоторое конеч-
ное и не очень большое2 множество событий из наступающих одно-
временно. Бессознательное индивидуального разума хранит гораздо
более мощную череду событий. Эти события, к которым разум волей
или неволей, осознанно или нет «прикасался» на протяжении всего
своего существования, порождают его самого, как разум, и опре-
деляют его индивидуальность. Череда событий, хотя и конечна, но
так велика, что разум, не способный осознать целиком такое черес-
чур мощное для него множество событий, вынужден отдавать их все,
одно за другим во власть собственного бессознательного, «мгновенно
осознавая»3 лишь ничтожное по мощности подмножество этих собы-

1Индивидуальный разум — частный разум, разумный субъект.
2Известно, что так называемое «окно сознания» среднего индивидуального

разума «вмещает» пять плюс минус два события.
3Картина может быть представлена еще детальнее. Событие, «мгновенно осо-

знаваемое» разумом, «приготавливается» его бессознательным из наплывающего
на него потока событий в виде особого рода «спектакля», поставленного и пере-
работанного бессознательным из событий, наступающих не одновременно, а в
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тий, которое и есть его «окно сознания». Итак, при стечении любых
обстоятельств — при наступлении любой совокупности событий и со-
знание, и бессознательное индивидуального разума оперируют тем
или иным, бо́льшим или ме́ньшим, но всегда конечным множеством
событий, избранных из этой совокупности.

4.2 Множество событий

Не выходя за рамки колмогоровской аксиоматики, считаем, что в на-
шем распоряжении всегда имеется измеримое пространство (Ω,F)
и множество избранных событий X ⊆ F, измеримых относительно
алгебры F этого пространства. Пока нас не интересует, как индиви-
дуальный разум выбирает X из всей совокупности событий F, нам
интересно лишь эвентологическое4 описание избранного разумом
множества событий — эвентологическое распределение (Э-распреде-
ление) множества событий X.

4.3 События-терраски

Каждое избранное событие x ∈ X, разбивает пространство элемен-
тарных событий на два непересекающихся события: Ω = x + xc —
событие x и его дополнение — событие xc = Ω − x. Всё множество
событий X разбивает пространство элементарных событий на непе-
ресекающиеся события-терраски следующего вида:

ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc, X ⊆ X,

где Xc = X −X — дополнение подмножества событий X до X. Так
что Ω =

∑
X⊆X ter(X), где

ter(X) ∩ ter(Y ) = ∅ ⇐⇒ X 6= Y.

Таким образом определенные события-терраски можно рассматри-
вать как сет-значную сет-функцию ter : 2X → F, которая на каж-

пределах того, что называется «мигом» — весьма краткого интервала времени
(150–200 мск.)

4Здесь «эвентологическое» использовано как синоним «вероятностного».
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дом подмножестве X ⊆ X принимает единственное значение в фор-
ме события-терраски ter(X) ⊆ Ω, измеримого относительно алгеб-
ры: ter(X) ∈ F. Вообще говоря, некоторые из событий-террасок мо-
гут оказаться пустыми, т.е. равными невозможному событию ∅ ∈ F.
Невозможное событие — это единственное значение сет-функции ter,
которому она может быть равна много раз на разных подмножествах
X ⊆ X. Все свои непустые значения сет-функция ter принимает толь-
ко один раз.

Кроме событий-террасок уже рассмотренной формы, нас будут
интересовать еще пять форм событий-террасок, каждая из которых
определяется собственной сет-значной сет-функцией. Запишем фор-
мулы для всех шести форм событий-террасок, X ⊆ X:

ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc, terX =
⋂

x∈X

x, terX =
⋂

x∈Xc

xc

— события-терраски по пересечению,

Ter(X) =
⋃

x∈X

x
⋃

x∈Xc

xc, TerX =
⋃

x∈X

x, TerX =
⋃

x∈Xc

xc

— события-терраски по объединению,
Замечание (о сокращенных обозначениях событий-террасок). Для

событий-террасок ter(X) и Ter(X) используются сокращенные обо-
значения, полная запись которых имеет вид:

ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc =

( ⋂

x∈X

x

)
∩

( ⋂

x∈Xc

xc

)
,

Ter(X) =
⋃

x∈X

x
⋃

x∈Xc

xc =

( ⋃

x∈X

x

)
∪

( ⋃

x∈Xc

xc

)
.

Определение (событие-терраска). Событием-терраской, порожден-
ной множеством избранных событий X, называется событие-терраска
каждой из шести форм. События-терраски трех форм: ter(X), terX ,
terX , X ⊆ X называются событиями-террасками по пересечению, а
события-терраски трех форм: Ter(X), TerX , TerX , X ⊆ X — событи-
ями-террасками по объединению.
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4.4 События-слои и слои множества событий

Обозначим 2X — множество всех подмножеств множества избран-
ных событий X, N = |X| — мощность X, а

∣∣2X
∣∣ = 2|X| = 2N —

мощность 2X, число подмножеств множества X. Между множеством
всех подмножеств множества X и множеством событий-террасок, по-
рожденных множеством X, существует взаимно-однозначное соот-
ветствие

2X ⇐⇒
{

ter(X), X ∈ 2X
}

,

которое устанавливается взаимно-обратными отображениями

ter : 2X =⇒
{

ter(X), X ∈ 2X
}

,

ter−1 :
{

ter(X), X ∈ 2X
}

=⇒ 2X,

которые определяются как

ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc, X ∈ 2X,

ter−1(t) = {x ∈ X : t ⊆ x}, t ∈
{

ter(X), X ∈ 2X
}

.

Действительно, для X ∈ 2X

ter−1(ter(X)) = {x ∈ X : ter(X) ⊆ x} = X,

а для t ∈ {ter(X), X ∈ 2X} ter(ter−1(t)) = ter(ter−1(ter(X))) =
ter(X) = t.

Определение (слои множества событий). Слоями (n-слоями) мно-
жества событий X называются следующие множества подмножеств
событий:

Cn
X = {X ⊆ X : |X| = n} , n = 0, . . . , N.

Лемма (слойное разбиение множества всех подмножеств событий).

2X = C0
X + . . . + CN

X =
N∑

n=0

Cn
X.
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Мощность n-слоя множества событий X равна |Cn
X| = Cn

N — чис-
лу подмножеств X мощности n. Слойное разбиение 2X, переписанное
для мощностей множеств

∣∣2X
∣∣ =

∣∣C0
X

∣∣ + . . . +
∣∣CN

X

∣∣ ,

влечет известное комбинаторное тождество:

2N = C0
N + . . . + CN

N .

Определение (события-слои). Событиями-слоями (n-событиями-
слоями), порожденными множеством событий X, называются собы-
тия

Cn
X =

∑

X∈Cn
X

ter(X).

Лемма (индикаторное представление событий-слоев). Порожден-
ные множеством событий X события-слои — это подмножества
Ω, определяемые индикаторами событий из X следующим образом:

Cn
X =

{
ω ∈ Ω :

∑

x∈X

1x(ω) = n

}
⊆ Ω, n = 0, . . . , N.

Лемма (слойное разбиение пространства элементарных событий).
Множество событий X ⊆ F порождает слойное разбиение про-
странства элементарных событий

Ω = C0
X + . . . + CN

X =
N∑

n=0

Cn
X.

4.5 Два вероятностных пространства

Стоит задать измеримое пространство (Ω, F), сразу же на его алгеб-
ре «сама по себе возникает» классическая вероятность P:, поскольку
классическая вероятность произвольного измеримого события x ∈ F

определяется только его мощностью: P:(x) = |x|/|Ω|. «Возникаю-
щую» при этом тройку (Ω,F,P:) естественно именовать классиче-
ским вероятностным пространством. Пусть, кроме того, имеется
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определенная на алгебре F того же измеримого пространства (Ω,F)
произвольная вероятностная мера P, порождающая вероятностное
пространство (Ω, F,P). Итак, в нашем распоряжении всегда имеют-
ся два вероятностных пространства: классическое (Ω,F,P:) и произ-
вольное (Ω,F,P).

4.6 Множество случайных событий

Как только задано то или иное вероятностное пространство: класси-
ческое (Ω, F,P:) или произвольное (Ω,F,P), множество избранных
событий X ⊆ F становится тем или иным множеством случайных
событий (множеством событий), которое определяется классиче-
ской P: или произвольной P вероятностью.

Определение (множество событий, множество случайных событий).
Множество случайных событий, определяемое классической веро-
ятностью P:, называется классическим и обозначается X:, а опре-
деляемое произвольной вероятностью P — произвольным множе-
ством случайных событий (произвольным множеством событий)
или просто множеством случайных событий (множеством собы-
тий) и обозначается X.

4.7 Случайное множество событий

Определение (измеримая функция). Функция f : (Ω,F) → (Y,A),
определенная на измеримом пространстве (Ω,F) со значениями в из-
меримом пространстве (Y,A) называется измеримой относитель-
но алгебр F и A, или (F,A)-измеримой, если для любого A ⊆ A
f−1(A) ⊆ F, где f−1(A) = {f−1(a), a ∈ A} — полный прообраз
A ⊆ A в F при отображении, задаваемом функцией f .

Определение (случайный элемент). Случайным элементом на ве-
роятностном пространстве (Ω,F,P) со значениями из измеримого
пространства (Y,A) называется произвольная (F,A)-измеримая фун-
кция

ϕ : (Ω, F,P) → (Y,A).

Под вероятностным распределением случайного элемента ϕ пони-
мается набор вероятностей P(ϕ−1(A)), A ⊆ A. Поскольку по опре-
делению прообраза функции ϕ−1(A) = {ω : ϕ(ω) ∈ A}, то на языке
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значений случайного элемента ϕ эти вероятности интерпретируются
как P({ω : ϕ(ω) ∈ A}) = P(ϕ−1(A)), A ⊆ A — вероятности по-
падания значений случайного элемента ϕ в некоторое произвольное
множество его значений A ⊆ A, измеримых относительно алгебры
A. Для этих вероятностей обычно используется сокращенная запись
P(ϕ ∈ A) = P({ω : ϕ(ω) ∈ A}), A ⊆ A.

Замечание (об измеримости случайного элемента). Почему слу-
чайный элемент ϕ определяется как измеримая функция? Измери-
мость функции ϕ позволяет исчислять вероятность событий, связан-
ных с ее значениями, используя для этого вероятность, определен-
ную на алгебре F вероятностного пространства (Ω, F,P), и формулу
P(ϕ ∈ A) = P(ϕ−1(A)), так как ϕ−1(A) ⊆ F в силу измеримости ϕ и
вероятность P(ϕ−1(A)) определена.

Определение (случайное множество событий). Случайное множе-
ство событий под множеством избранных событий X определяется
на вероятностном пространстве как случайный элемент

K : (Ω, F,P) →
(
2X, 22X

)

со значениями из измеримого пространства
(
2X, 22X

)
, где 2X — мно-

жества всех подмножеств множества избранных событий X, а 22X

—
алгебра всех его подмножеств. Случайное множество событий под
множеством избранных событий X, определенное на классическом
вероятностном пространстве, обозначается

K : : (Ω, F,P:) →
(
2X, 22X

)

и называется классическим случайным множеством событий. Вме-
сте со случайным множеством событий K под X определено и его
теоретико-множественное дополнение — случайное множество собы-
тий, обозначаемое Kc = X − K. Дополнение к определенному под
X классическому случайному множеству событий K : обозначается
K :c = X−K :.

4.8 Запись событий на двух языках

Множество случайных событий X ⊆ F, выбранных из алгебры ве-
роятностного пространства (Ω, F,P), и случайное множество собы-
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тий
K : (Ω,F,P) →

(
2X, 22X

)
,

определенное под множеством избранных событий X, позволяют за-
писывать одни и те же события, измеримые относительно алгебры
F, двумя способами: на языке событий — подмножеств Ω, и на языке
множеств событий — подмножеств X.

4.9 Эвентологическое распределение
(Э-распределение)

Определение (Э-распределение). Эвентологическим распределением
(Э-распределением) множества случайных событий X ⊆ F, выбран-
ных из алгебры вероятностного пространства (Ω, F,P), или (что эк-
вивалентно), случайного множества событий K, определенного под
множеством избранных событий X, называется каждая из следую-
щих сет-функций на 2X:

p(X) = P(K = X) = P(ter(X)) = P

( ⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc

)

— вероятности пересечений,

pX = P(X ⊆ K) = P (terX) = P

( ⋂

x∈X

x

)

— вероятности прямых пересечений (надвероятности),

pX = P(K ⊆ X) = P
(
terX

)
= P

( ⋂

x∈Xc

xc

)

— вероятности дополнительных пересечений (подвероятности),

u(X) = 1−P(K = Xc) = P(Ter(X)) = P

( ⋃

x∈X

x
⋃

x∈Xc

xc

)

— вероятности объединений,

uX = 1−P(K ⊆ Xc) = P (TerX) = P

( ⋃

x∈X

x

)
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— вероятности прямых объединений (надвероятности),

uX = 1−P(Xc ⊆ K) = P
(
TerX

)
= P

( ⋃

x∈Xc

xc

)

— вероятности дополнительных объединений (подвероятности), где
X ⊆ X — подмножество X, т.е. X ∈ 2X — элемент 2X.

Э-распределение классического множества случайных событий X:,
выбранных из алгебры F вероятностного пространства (Ω, F,P:), или
(что эквивалентно) классического случайного множества событий
K :, определенного под конечным множеством избранных событий
X, называется классическим Э-распределением, а соответствующие
ему сет-функции вероятностей, определенные на 2X, обозначают-
ся: p:(X), p:

X , p:X , u:(X), u:
X , u:X . Сет-функции вероятностей,

определенные на 2X, соответствующие Э-распределениям Kc и K :c

обозначаются соответственно: pc(X), pc
X , pcX , uc(X), uc

X , ucX и
p:c(X), p:c

X , p:cX , u:c(X), u:c
X , u:cX .

4.10 Аддитивные свойства Э-распределений

Рассмотрим подробнее аддитивные5 свойства эвентологических рас-
пределений. Наша цель — ответить на вопрос: «Какие из этих рас-
пределений являются суб-, а какие супераддитивными функциями
на 2X ?». Ответ дает следующая

Лемма 1 (аддитивные свойства эвентологических распределений).
Эвентологические распределения вероятностей пересечения pX , pX ,
(pc)X и (pc)X — это супераддитивные функции, а эвентологические
распределения вероятностей объединения uX , uX , (uc)X и (uc)X —
субаддитивные функции на 2X. Прежде, чем доказывать лемму 1
докажем, что справедлива

Лемма 2 (о суб- и супераддитивности на дополнениях множеств).
Функция f(X) субаддитивна (супераддитивна), если и только если
функция g(X) = f(Xc) субаддитивна (супераддитивна).

Доказательство. Пусть f — субаддитивна: f(Xc ∪ Y c) + f(Xc ∩
Y c) 6 f(Xc)+ f(Y c). Тогда f((X ∩Y )c)+ f((X ∪Y )c) 6 g(X)+ g(Y ).

5В ряде источников аддитивные сет-функции называются модулярными.
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Отсюда g(X ∩ Y ) + g(X ∪ Y ) 6 g(X) + g(Y ), т.е. функция g также
субаддитивна. Лемма 2 доказана.

Доказательство леммы 1. Сначала докажем супераддитивность
функции подвероятности пересечений pX . Для этого надо показать,
что pX∪Y + pX∩Y > pX + pY для произвольных подмножеств со-
бытий X, Y ⊆ X. Выразим функцию подвероятностей пересечений
через функцию вероятностей p(X) = P(K = X), X ⊆ X, по фор-
муле обращения Мёбиуса: pX =

∑
Y⊆X p(Y ). После этого остается

показать, что
∑

Z⊆X∪Y

p(Z) +
∑

Z⊆X∩Y

p(Z) >
∑

Z⊆X

p(Z) +
∑

Z⊆Y

p(Z). (1)

Заметим, что
∑

Z⊆X∪Y

p(Z) =
∑

Z⊆X

p(Z)+
∑

Z⊆Y

p(Z)−
∑

Z⊆X∩Y

p(Z)+
∑

Z 6⊆X,Z 6⊆Y
Z⊆X∪Y

p(Z), (2)

где суммирование в последней сумме распространяется на все такие
Z ⊆ X ∪ Y , что Z 6⊆ X и Z 6⊆ Y . Поскольку эта сумма неотри-
цательна, то требуемое неравенство (1) доказано и функция pX —
супераддитивна. Совершенно аналогично показывается, что функ-
ция (pc)X супераддитивна. В силу леммы 2 функция (pc)Xc

так-
же супераддитивна. А поскольку (pc)Xc

= pX , то супераддитив-
на и функция pX , а следовательно, и (pc)X . Теперь заметим, что
uX = P(K 6⊆ Xc) = 1 − pXc

, uX = P(Xc 6⊆ K) = 1 − pXc . От-
сюда ясно, что функции uX и uX субаддитивны, а в силу леммы
4 функции uXc и uXc

также субаддитивны. Остается еще заметить,
что (uc)X = P(Kc 6⊆ Xc) = uXc

, (uc)X = P(Xc 6⊆ Kc) = uXc , чтобы
доказать лемму 1.

Лемма 3 (о супераддитивности сет-функций |X|pX , |Xc|pXc

, |X|pXc

и |Xc|pX). Сет-функции |X|pX , |Xc|pXc

, |X|pXc и |Xc|pX суперад-
дитивны.

Доказательство. Сначала докажем супераддитивность сет-фун-
кции |X|pX . Для этого надо доказать неравенство |X ∪ Y |pX∪Y +
|X ∩ Y |pX∩Y − |X|pX − |Y |pY > 0. Еще раз воспользовавшись пред-
ставлением (2) для

pX∪Y =
∑

Z⊆X∪Y

p(Z) =
∑

Z⊆X

p(Z)+
∑

Z⊆Y

p(Z)−
∑

Z⊆X∩Y

p(Z)+
∑

Z 6⊆X,Z 6⊆Y
Z⊆X∪Y

p(Z),
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получаем, что левая часть неравенства равна

(|X ∪ Y | − |X|)
∑

Z⊆X

p(Z) + (|X ∪ Y | − |Y |)
∑

Z⊆Y

p(Z)−

−(|X ∪ Y | − |X ∩ Y |)
∑

Z⊆X∩Y

p(Z) + |X ∪ Y |
∑

Z 6⊆X,Z 6⊆Y
Z⊆X∪Y

p(Z).

Теперь заметим, что предпоследнее слагаемое равно

(|X ∪ Y | − |X ∩ Y |)
∑

Z⊆X∩Y

p(Z) =

= (|X ∪ Y | − |X|)
∑

Z⊆X∩Y

p(Z) + (|X ∪ Y | − |Y |)
∑

Z⊆X∩Y

p(Z).

А поскольку

(|X ∪ Y | − |X|)
∑

Z⊆X

p(Z)− (|X ∪ Y | − |X|)
∑

Z⊆X∩Y

p(Z) =

= (|X ∪ Y | − |X|)
∑

Z⊆X\X∩Y

p(Z),

(|X ∪ Y | − |Y |)
∑

Z⊆Y

p(Z)− (|X ∪ Y | − |Y |)
∑

Z⊆X∩Y

p(Z) =

= (|X ∪ Y | − |Y |)
∑

Z⊆Y \X∩Y

p(Z),

то левая часть принимает вид суммы трех неотрицательных слагае-
мых:

(|X ∪ Y | − |X|)
∑

Z⊆X\X∩Y

p(Z) + (|X ∪ Y | − |Y |)
∑

Z⊆Y \X∩Y

p(Z)+

+|X ∪ Y |
∑
Z 6⊆X
Z 6⊆Y

p(Z) > 0.

Супераддитивность сет-функции |X|pX доказана.
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Вместе с сет-функцией |X|pX cупераддитивными являются сет-
функции |Xc|pXc

, |X|pXc и |Xc|pX . Сет-функция |Xc|pXc

суперад-
дитивна по лемме 2. А поскольку сет-функция |X|(pc)X также су-
пераддитивна (как аналогичное распределение подвероятностей Kc

— дополнения случайного множества K) и (pc)X = pXc , то суперад-
дитивной будет и сет-функция |X|pXc , а по лемме 2 — и сет-функция
|Xc|pX . Лемма доказана.

Следствие (о субаддитивности сет-функций |X|uXc , |Xc|uX , |X|uX

и |Xc|uXc

). Сет-функции |X|uXc , |Xc|uX , |X|uX и |Xc|uXc

субад-
дитивны. Доказательство следует из соотношений uX = 1 − pXc

и
uX = 1 − pXc и того факта, что |X| и |Xc| — аддитивные сет-фун-
кции множества X.

4.11 Э-распределения и функции распределения

Пусть X ⊆ F — множество избранных событий из алгебры F вероят-
ностного пространства (Ω, F,P) с Э-распределением p∗ = {pX , X ⊆
X}, где pX = P

(⋂
x∈Xc xc

)
. Множеству событий X соответствует

множество индикаторов событий {1x, x ∈ X} с |X|-мерной функци-
ей распределения F (r) = F (rx, x ∈ X), где r = {rx, x ∈ X} ∈ R|X| —
|X|-мерный вектор.

Лемма. Многомерная функция распределения F множества ин-
дикаторов событий {1x, x ∈ X} и Э-распределение p∗ множества
событий X связаны соотношениями:





F (r) =

{
p{x: rx>1}, rx > 0, x ∈ X;
0, иначе,

r ∈ R|X|,

pX = F
(
rX

)
= F

(
1X(x), x ∈ X

)
, X ⊆ X.

4.12 Сет-средние случайного множества

Появлению эвентологии предшествовало и немало способствовало
развитие в 70-х и 80-х годах прошлого векатеории случайных конеч-
ных абстрактных множеств (СКАМ) [10, 11, 12, 13, 16], которая
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подготовила математический аппарат для исследования случайных
множеств событий — основного объекта эвентологии.

Одно из главных достижений теории СКАМ — удачное определе-
ние сет-средних характеристик случайных множеств: сет-ожидания,
сет-моды, сет-медианы и сет-квантилей, аналогичных по своим
экстремальным метрическим свойствам6 средним числовым ха-
рактеристикам случайных величин: математическому ожиданию, мо-
де, медиане и квантилю. Теория сет-средних встретила признание
математического сообщества [218, 191] и нашла немалое применение
в приложениях, а ключевое понятие этой теории (среднемерное мно-
жество) включено в энциклопедию по теории вероятностей [100,
стр. 644].

4.12.1 Определение сет-средних

Кратко перечислим основные определения теории СКАМ и сет-сред-
них и рассмотрим их экстремальные свойства.

Пусть (Ω,F ,P) — вероятностное пространство, X — конечное аб-
страктное множество, а 2X — совокупность всех его подмножеств.

Определение (случайное конечное абстрактное множество (СКАМ)).
Случайным конченым абстрактным множеством (СКАМ) со зна-
чениями из 2X называется измеримое отображение

K : (Ω,F ,P) →
(
2X, 22X

)
.

Вероятностным распределением СКАМ K называется набор веро-
ятностей

{
p(X) = P(K = X), X ⊆ X

}
. Вероятность принадлеж-

ности (вероятность покрытия) СКАМ K элемента x ∈ X обозна-
чается px = P(x ∈ K) =

∑
x∈X p(X).

Определение (среднемерное множество). Среднемерное множест-
во СКАМ K — аналог среднего значения K — определяется следую-
щим образом [13], [100, стр. 644]. Пусть µ — мера на алгебре 2X, при-
нимающая положительные значения на одноточечных множествах.

6Сет-средние обеспечивают минимум некоторого среднего расстояния до
СКАМ в пространстве его сет-значений аналогично тому, как средние числовые
характеристики минимизируют соответствующее среднее расстояние до случай-
ной величины на числовой оси.
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Множество X ∈ 2X называется экстремальным по отношению к K,
если для всех Y ∈ 2X с мерой, равной µ(X), выполнено неравенство

Eµ(X∆K) ≤ Eµ(Y ∆K),

где ∆ — знак симметрической разности множеств. Пусть h ∈ [0, 1] и

V (h) =
{

X : inf
x∈X

px ≥ h ≥ sup
x∈Xc

px

}

— класс экстремальных множеств из 2X. Классом сет-средних S(K),
состояшим из множеств SK ∈ S(K), называется тот из классов экс-
тремальных множеств V (h), для которого меры входящих в него
множеств наиболее близки к числу λ = Eµ(K). Иными словами,
S(K) = V (h∗), где h∗ = (H + h)/2, v(t) = µ({x : x ∈ X, px ≥ t}),
H = sup{t : t ∈ [0, 1], v(t) ≥ λ}, h = inf{t : t ∈ [0, 1], v(t) ≤ λ}.

Понятие класса сет-средних может быть корректно определено
и для случайного измеримого подмножества произвольного сепара-
бельного пространства с конечной мерой [77]. Для СКАМ чаще ис-
пользуется не данное определение класса сет-средних, а следующее
более простое

Определение (сет-среднее, сет-ожидание). Сет-средним, сет-ожи-
данием СКАМ K называется множество

EK =
{

x : px ≥ h
}

,

для которого его мера µ(EK) наиболее близка к числу λ = Eµ(K) —
средней мере СКАМ 7 K.

Определение (сет-мода). Сет-модой СКАМ K называется его наи-
вероятное значение Mod K:

P(K = Mod K) = max
X⊆X

P(K = X).

Определение (сет-медиана). Сет-медианой СКАМ K называется
множество

Med K =
{

x : px ≥ 1/2
}

.

7Средняя мера СКАМ K — математическое ожидание случайной величины
µ(K) — вычисляется по теореме Роббинса [204]: Eµ(K) =

∑
X⊆X

µ(X)p(X) =∑
x∈X

µ(x)px.
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Определение (сет-квантиль). Сет-квантилем порядка α ∈ [0, 1]
СКАМ K называется множество

QαK =
{

x : px ≥ α
}

.

Строгий сет-квантиль8 порядка 0 и сет-квантиль порядка 1 имеют
специальные названия: сет-база и сет-ядро СКАМ K.

Замечание.Каждое сет-среднее определяется как «множество сре-
за», состоящее из элементов x ∈ P, которые принадлежат СКАМ K
с вероятностью P(x ∈ K) не меньшей некоторого уровня из отрезка
[0, 1]. Для сет-ожидания — это h, для сет-медианы — это 1/2, для
сет-квантиля порядка α — это α. Наиболее любопытный результат
теории сет-средних заключается в том, что подобные «множества
среза» обладают экстремальными метрическими свойствами. Иначе
говоря, являются решением экстремальной метрической задачи, в
которой ищется множество, находящееся на минимальном среднем
расстоянии от СКАМ. Открытая и доказанная в теории сет-средних
связь между «множествами среза» и экстремальными метрически-
ми задачами теперь позволяет выбирать, что принимать в качестве
определения сет-средних, а что доказывать как теорему о их свой-
ствах. На наш взгляд, проще и изящнее определять сет-средние как
«множества срезов», а их экстремальные метрические свойства до-
казывать как теорему.

4.12.2 Экстремальные метрические свойства сет-средних

Так же кратко, как и определения, рассмотрим экстремальные мет-
рические свойства сет-средних.

Лемма (экстремальность сет-моды). Сет-мода СКАМ K достав-
ляет минимум среднему дискретному расстоянию до K:

Ed(K, Mod K) = min
X⊆X

Ed(K,X),

где d — дискретная метрика в пространстве значений СКАМ K,
определяющая расстояние между любыми X,Y ∈ 2X формулой:

d(X,Y ) =

{
0, X = Y,

1, иначе.

8Строгий сет-квантиль СКАМ определяется как «множество строгого сре-
за» Q>αK = {x : px > α}.
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Лемма (экстремальность среднемерного). Среднемерное СКАМ K
— класс сет-средних S(K) — доставляет минимум среднему рас-
стоянию до K в следующем смысле:

Eρ(K,SK) = min
X⊆X

Eρ(K, X)

для любого множества SK ∈ S(K), где ρ — метрика в простран-
стве значений СКАМ K, определяющая расстояние между любыми
X, Y ∈ 2X формулой:

ρ(X,Y ) = µ(X∆Y ).

Лемма (экстремальность сет-квантиля). Сет-квантиль порядка α
СКАМ K доставляет минимум среднему расстоянию до K:

Eρα(K,QαK) = min
X⊆X

Eρα(K,X),

где ρα — асимметричная α-метрика9 в пространстве значений СК-
АМ K, определяющая расстояние между любыми X, Y ∈ 2X фор-
мулой:

ρα(X, Y ) = αµ(X \ Y ) + (1− α)µ(Y \X).

Замечание.Из экстремального метрического свойства сет-кванти-
ля порядка α следуют аналогичные свойства сет-медианы Med K =
Q1/2K и сет-ожидания EK = QhK, в которых играют роли асим-
метричные (1/2)- и h-метрики.

4.13 Эвентологические сет-средние

4.13.1 Эвентологическая сет-медиана

Эвентологическая сет-медиана множества титульных событий X
определяется как подмножество событий10 MedX ⊆ X, минимизи-
рующее среднее расстояние

Eρ(K, MedX) = min
Y

Eρ(K, Y )

9Асимметричные метрики в пространстве множеств определяются и деталь-
но рассматриваются ниже на стр. 67.

10За Э-сет-медианой «скрывается» безымянное событие-терраска ter(MedX),
называемое в связи с этим медианным событием-терраской.
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до случайного множества наступающих событий

K : (Ω,F ,P) →
(
2X, 22X

)
.

Под случайным расстоянием между подмножеством титульных
событий Y и случайным множеством титульных событий K понима-
ется случайная величина

ρ(K, Y ) = |K∆Y |,

которая принимает свои значения, равные модулю симметрической
разности двух подмножеств событий Y и X:

|X∆Y | = |X \ Y |+ |Y \X|,

в соответствии с вероятностями p(X), определяемыми Э-распределе-
нием случайного множества K. Формула для среднего расстояния
имеет вид:

Eρ(K, Y ) = E|K∆Y | =
∑

X⊆X

|X∆Y |p(X).

По теореме Роббинса11

E|K∆Y | =
∑

x∈X

P(x ∈ K∆Y ) =

=
∑

x∈Y

P(x ∈ K∆Y ) +
∑

x∈Y c

P(x ∈ K∆Y ) =

=
∑

x∈Y

(1−P(x ∈ K)) +
∑

x∈Y c

P(x ∈ K).

11В интересующем нас варианте конечного множества титульных событий X
доказательство теоремы Роббинса, в соответствии с которой «средняя мощность
E|K| случайного множества K равна сумме вероятностей P(x ∈ K) принадлеж-
ности ему всех элементов x ∈ X: E|K| =

∑
x∈X

P(x ∈ K)», элементарно: E|K| =∑
X⊆X

|X|p(X) =
∑

X⊆X

∑
x∈X

1X(x)p(X) =
∑

x∈X

∑
X⊆X

1X(x)p(X) =∑
x∈X

∑
x∈X

p(X) =
∑

x∈X
P(x ∈ K).
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Не трудно показать12, что подмножество событий, минимизиру-
ющее среднее расстояние (модуль симметрической разности) до слу-
чайного множества, состоит из событий, вероятность которых не
меньше 1/2:

MedX = MedK = {x : P(x) ≥ 1/2}.
Это равенство можно принять за определение подмножества собы-
тий MedX ⊆ X, которое называется эвентологической сет-медианой13

множества событий X, а его экстремальное свойство:

Eρ(K, MedK) = min
Y

Eρ(K, Y )

доказывать как теорему.

4.13.2 Эвентологическая сет-мода

Эвентологическая сет-мода множества титульных событий X оп-
ределяется как подмножество событий ModX ⊆ X, на котором до-
стигает минимума среднее расстояние до K:

Eρ(K, Y ) → min
Y

,

где под расстоянием ρ понимается дискретное расстояние между под-
множествами событий

ρ(X,Y ) =

{
0, X = Y ;
1, X 6= Y.

Легко показать, что

p(ModX) = max
Y⊆X

p(Y )

— эвентологической сет-моде ModX ⊆ X соответствует модальное
событие-терраска

ter(ModX) ⊆ Ω,

вероятность которого максимальна среди вероятностей всех безы-
мянных событий-террасок ter(Y ), Y ⊆ X.

12Ниже (стр. 72) будет доказана более общая теорема для Э-сет-квантиля по-
рядка α, совпадающего при α = 1/2 с Э-сет-медианой.

13Далее Э-сет-средние будут обозначаться двумя способами: MedX = MedK,
равноправное использование которых объясняется дуальностью множества со-
бытий X и случайного множества событий K.
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4.13.3 Асимметричная α-метрика
в пространстве множеств событий

Изменим формулу расстояния

ρ(X,Y ) = |X∆Y | = |X \ Y |+ |Y \X|,
симметричную относительно эвентологических сет-аргументов X и
Y , дополнив ее параметром α ∈ (0, 1) так, что она приобретет асим-
метричный вид

ρα(X, Y ) = |X∆Y |α = α|X \ Y |+ (1− α)|Y \X|,
где существенную роль начинает играть порядок аргументов X и Y ,
так как первому соответствует параметр α, а второму — параметр
1−α. Полученная формула определяет асимметричное расстояние,
или α-расстояние14 от X до Y .

При α = 1 − α, т.е. при α = 1/2, аргументы X и Y становятся
равноправными и α-расстояние превращается в расстояние, так как
становится пропорциональным расстоянию ρ(X, Y ):

ρ1/2(X, Y ) = |X∆Y |1/2 =
1
2
|X∆Y | = 1

2
ρ(X, Y ).

Эвентологическая интерпретация объясняет введение парамет-
ра α несимметричностью распределения внимания разумного субъ-
екта между «фигурой» из титульных событий x ∈ X и «фоном» из
их дополнений xc = Ω− x.

В предлагаемой формуле α-расстояния подмножество X — мно-
жество наступивших событий (возможное значение случайного мно-
жества K) — играет роль «фигуры», в то время как подмножество
Xc = X − X — множество ненаступивших событий (дополнение к
возможному значению случайного множества K), иначе говоря, мно-
жество наступивших дополнений титульных событий — играет роль
«фона». Данная асимметрия восприятия событий выражается в рас-
пределении внимания разумного субъекта между наступающими со-
бытиями из «фигуры» X \ Y ⊆ X и ненаступающими событиями из
«фона» Y \X ⊆ Xc в неравных долях α и 1− α соответственно, где

14α-расстояние, или α-метрика — это асимметричная метрика, среди аксиом
которой нет аксиомы симметричности, а место аксиомы треугольника занимает
так называемая аксиома асимметричного треугольника.
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• α — доля внимания к «фигуре» из титульных событий.

• 1−α — доля внимания к «фону» из дополнений к титульным
событиям.

Лишь при α = 1 − α (т.е. при α = 1/2) распределение внимания
разумного субъекта симметрично и соответствует формуле симмет-
ричного расстояния.

Определение (асимметричное расстояние на пространстве множеств
событий). Функция

ρα : 2X × 2X → R,

вычисляемая по формуле

ρα(X, Y ) = |X∆Y |α = α|X \ Y |+ (1− α)|Y \X|, α ∈ (0, 1),

называется α-симметричным расстоянием, или α-расстоянием на
пространстве множеств событий 2X (а также — α-симметричной
метрикой, или α-метрикой на 2X).

Имеются достаточные основания говорить о функции ρα как об
«асимметричном расстоянии» и «асимметричной метрике», посколь-
ку она обладает хотя и асимметричными, но вполне узнаваемыми
метрическими свойствами:

1) аксиома нуля:

ρα(X, Y ) = 0 ⇐⇒ X = Y ;

2) аксиома α-симметричного треугольника:

ρα(X, Z) + ρ1−α(Y, Z) ≥ ρα(X, Y ).

3) аксиома неотрицательности:

ρα(X, Y ) ≥ 0,

4) α-симметричность:

ρα(X, Y ) = ρ1−α(Y,X),

вытекающая из аксиомы α-симметричного треугольника. Действи-
тельно, при Z = X имеем: ρ1−α(Y,X) ≥ ρα(X, Y ). Отсюда сначала
ρα(X, Y ) ≥ ρ1−α(Y, X) и, наконец, ρα(X, Y ) = ρ1−α(Y,X).
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Замечание 1. α-расстояния «от события x до множества событий
X» и «от множества событий X до события x» различны:

ρα(x,X) = α|{x} \X|+ (1− α)|X \ {x}| =

=

{
(1− α)(|X| − 1), x ∈ X;
(1− α)(|X| − 1) + 1, x 6∈ X.

ρα(X, x) = α|X \ {x}|+ (1− α)|{x} \X| =

=

{
α(|X| − 1), x ∈ X;
α(|X| − 1) + 1, x 6∈ X.

При этом наиболее любопытно, что

1) α-расстояния «от события до пустого множества событий» и
«от пустого множества событий до события» имеют вид:

ρα(x, ∅) = α; ρα(∅, x) = 1− α.

2) α-расстояние от моноплета событий {x} до моноплета событий
{y} для любого α ∈ (0, 1) — это симметричная метрика, совпа-
дающая с дискретной метрикой:

ρα(x, y) = d(x, y) =

{
0, x = y;
1, x 6= y.

Замечание 2.Аксиома α-симметричного треугольника может быть
записана в четырёх видах:

ρα(X, Z) + ρ1−α(Y,Z) ≥ ρα(X, Y ),
ρ1−α(X,Z) + ρα(Y,Z) ≥ ρ1−α(X,Y ),

}
(1)

ρα(Z, X) + ρ1−α(Z, Y ) ≥ ρ1−α(X, Y ),
ρ1−α(Z, X) + ρα(Z, Y ) ≥ ρα(X, Y ),

}
(2)

ρα(X, Z) + ρα(Z, Y ) ≥ ρα(X, Y ),
ρ1−α(X,Z) + ρ1−α(Z, Y ) ≥ ρ1−α(X,Y ),

}
(3)

ρ1−α(Z, X) + ρ1−α(Y, Z) ≥ ρα(X, Y ),
ρα(Z, X) + ρα(Y, Z) ≥ ρ1−α(X, Y ).

}
(4)
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Замечание 3. Существует ли пример ассиметричной α-метрики,
т.е. асимметричной метрики, удовлетворяющей трем аксиомам: «ну-
ля», «α-симметричного треугольника» и «неотрицательности», от-
личной от α-метрики в пространстве множеств? Такая асимметрич-
ная метрика может иметь смысл там, где обычную метрику можно
представить в виде суммы двух несимметричных слагаемых.

1) Например, можно пытаться сконструировать α-симметричную
метрику из L∞: максимум модуля разности двух вещественных функ-
ций можно представить как максимум из двух максимумов модулей
разности, один из которых — максимум модулей положительных, а
второй — отрицательных разностей:

ρ(f, g) = max
x
|f(x)− g(x)| =

= max
{

max
x
|f(x)− g(x)|+, max

x
|f(x)− g(x)|−

}
.

Тогда формально можно предположить, что кандидат на роль α-
симметричной метрикой будет иметь вид:

ρα(f, g) =

= max
{
α max

x
|f(x)− g(x)|+, (1− α)max

x
|f(x)− g(x)|−

}
.

2) Еще пример: конструирование α-симметричной метрики из L1.
Интеграл от модуля разности двух вещественных функций можно
представить как сумму двух интегралов от модулей разности, один
из которых — интеграл от положительных модулей разностей, а вто-
рой — от отрицательных:

ρ(f, g) =
∫

x

|f(x)− g(x)|dx =

=
∫

x

|f(x)− g(x)|+dx +
∫

x

|f(x)− g(x)|−dx.

Тогда формально можно предположить, что кандидат на роль α-
симметричной метрикой будет иметь вид:

ρα(f, g) =
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= α

∫

x

|f(x)− g(x)|+dx + (1− α)
∫

x

|f(x)− g(x)|−dx.

3) Можно ли сконструировать α-симметричный аналог дискрет-
ной метрики? Например, если на множестве определен линейный
порядок, то дискретную метрику можно (довольно искусственно, ко-
нечно) представить в виде

d(x, y) =
1

a + b

(
d(x, y)+ + d(x, y)−

)
,

где 0 < a < b, а

d(x, y)+ =





a, x < y,

0, x = y,

b, x > y.

d(x, y)− =





b, x < y,

0, x = y,

a, x > y,

Тогда α-симметричная метрика могла бы иметь вид

d(x, y) =
1

a + b

(
αd(x, y)+ + (1− α)d(x, y)−

)
.

Замечание 4. Параметр α ∈ (0, 1) в определении α-симметричной
метрики:

ρα(X, Y ) = α|X \ Y |+ (1− α)|Y \X|,
имеет естественную вероятностную интерпретацию:

• α — вероятность внимания разумного субъекта к «фигурам»
из событий x ∈ X,

• 1 − α — вероятность внимания разумного субъекта к «фону»
из дополнений к событиям x ∈ X.

Замечание 5. Вывод из приведенных примеров: асимметричная α-
метрика оказывается востребованной на множестве элементов, обла-
дающих собственными структурами, которые и порождают асиммет-
рию в отношениях элементов. Классическими примерами таких эле-
ментов служат множества, в частности множества событий. Асим-
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метричные α-метрики естественны для пространств множеств собы-
тий, где асиметрия порождается психологическими особенностями
«со-бытия» разумных субъектов15.

4.13.4 Эвентологический сет-квантиль

Полезность введения асимметричного α-расстояния оправдывается
замечательной теоремой, утверждающей, что среднее α-расстояние
от случайного множества K до Y достигает минимума на

Yα = QαK = {x : P(x) ≥ α},
— эвентологическом сет-квантиле порядка α.

Теорема. Минимум среднего α-расстояния

Eρα(K, Y ) → min
Y

от случайного множества событий K до множества событий Y
достигается на множестве событий

Yα = QαK = {x : P(x) ≥ α}
— Э-сет-квантиле порядка α.

Доказательство. Известно, что

Eρα(K,Y ) = α
∑

x∈Y

(1−P(x)) + (1− α)
∑

x∈Y c

P(x).

Обозначим

ρ0
α = Eρα(K, Yα) = α

∑

x∈Yα

(1−P(x)) + (1− α)
∑

x∈Y c
α

P(x)

— среднее α-расстояние от K до своего Э-сет-квантиля порядка α.
Имеем

Eρα(K,Y )− ρ0
α = α

∑

x∈Y \Yα

(1−P(x)) + (1− α)
∑

x∈Y c\Y c
α

P(x)−

15Формально весьма похожие асимметричные меры сходства для анализа
восприятия были предложены А. Тверским [226, 227] на основании наблюдений
за психологическими особенностями поведения разумных субъектов.
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−α
∑

x∈Yα\Y
(1−P(x))− (1− α)

∑

x∈Y c
α\Y c

P(x).

Заметим, что
Y \ Yα = Y c

α \ Y c = Y ∩ Y c
α ,

Yα \ Y = Y c \ Y c
α = Yα ∩ Y c.

Отсюда
Eρα(K, Y )− ρ0

α =

=
∑

x∈Y ∩Y c
α

[
α(1−P(x))− (1− α)P(x)

]
+

+
∑

x∈Yα∩Y c

[
(1− α)P(x)− α(1−P(x))

]
=

=
∑

x∈Y ∩Y c
α

[
α−P(x)

]
+

∑

x∈Yα∩Y c

[
P(x)− α

]
≥ 0,

так как {
P(x) < α, x ∈ Y c

α ,

P(x) ≥ α, x ∈ Yα.

по определению Э-сет-квантиля порядка α. Теорема доказана.
Замечание. Если среди титульных событий x ∈ X есть события,

вероятность которых равна 1/2, то минимум среднего асимметрично-
го α-расстояния от K до Y достигается не только на Э-сет-квантиле
порядка α, но также на всех множествах Y ′

α из сет-отрезка по вклю-
чению между строгим Э-сет-квантилем и Э-сет-квантилем поряд-
ка α:

Q0
αK ⊆ Y ′

α ⊆ QαK,

где
Q0

αK = {x : P(x) > 1/2}
— строгий Э-сет-квантиль порядка α.

Замечание. Ясно, что Э-сет-медиана случайного множества собы-
тий K (или, что то же, Э-сет-медиана множества событий X), пред-
ставляет собой его же Э-сет-квантиль порядка 1/2:

MedK = Q1/2K.
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4.14 Эвентологическая статистика

На любую статистику, в том числе и на так называемую истори-
ческую16, эвентологически можно взглянуть через «призму» мно-
жества событий F ⊆ F, избранных из алгебры F. Иначе говоря,
если, например, T — конечное множество наблюдений данной ста-
тистики, то для каждого наблюдения t ∈ T определено подмноже-
ство Ft ⊆ F избранных событий, которые в данной статистике на-
ступили при этом наблюдении, и подмножество F c

t = F − Ft из-
бранных событий, которые не наступили при наблюдении t ∈ T .
В итоге любая статистика, эвентологически рассматриваемая через
«призму» множества событий F, — это последовательность событий-
террасок

{
ter(Ft) =

⋂
f∈Ft

f
⋂

f∈F c
t

f c, t ∈ T
}

, порожденных мно-
жеством F ⊆ F. Между событиями-террасками ter(F ) и подмноже-
ствами F ⊆ F существует взаимно-однозначное соответствие, кото-
рое взаимно-однозначно сопоставляет последовательности событий-
террасок ter(Ft) ⊆ Ω последовательность подмножеств Ft ⊆ F из-
бранных событий {Ft, t ∈ T}, наступающих в момент t ∈ T . Конеч-
ное множество наблюдений за любым объектом материального или
идеального мира через призму множества событий F ⊆ F порождает
эвентологическую статистику в виде последовательности событий-
террасок {ter(Ft), t ∈ T}, где Ft ⊆ F.

В свете сказанного разум, определенный нами ранее как череда
событий, более строго определяется как череда событий-террасок,
порожденных его собственным множеством событий, т.е. тех со-
бытий, через которые разум «прошел» (которые сознательно или
бессознательно воспринял/создал) за всю историю своего существо-
вания. Иначе говоря, любой разумный субъект определяется своей
собственной «исторической» эвентологической статистикой.

4.15 Заключение

Множество событий — ключевое понятие эвентологии — служит
эвентологической моделью разумного субъекта и обречено быть экс-

16Под исторической статистикой обычно понимается последовательность
результатов наблюдений за некоторый предшествующий период времени. Когда
мы говорим любая статистика, мы имеем в виду статистику, в которой накопле-
ны любого рода наблюдения из какой угодно области.
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поненциально сложной системой. Эвентологическое распределение
произвольного N -множества событий содержит 2N вероятностей со-
бытий-террасок, порождённых этим множеством, и полностью ха-
рактеризует структуру зависимостей N -множества событий. Экспо-
ненциальная сложность множества событий объясняется экспонен-
циальной сложностью его эвентологического распределения, которое
управляет не только вероятностями самих событий, но и структурой
зависимостей событий между собой.

В главе определены множество событий и случайное множе-
ство событий, событие-терраска, эвентологическое распределение
множества событий, асимметричная метрика в пространстве мно-
жества событий, эвентологические сет-средние и некоторые другие
понятия, возникающие рядом с множеством событий.

Одной из целей книги является развитие понятия множества со-
бытий, а также других идущих вслед за ним событийных понятий и
идей. Любая теоретическая или практическая задача из произволь-
ной области всегда может быть сформулирована как задача об эвен-
тологическом распределении некоторого множества событий. И как
только задача записывается на языке множеств событий, ее решение
становится доступным для эвентологических методов. В последую-
щих главах ключевое понятие множества событий и связанные с ним
идеи работают и при построении самой эвентологической теории, и
в ее разнообразных приложениях.
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Глава 5
ОБРАЩЕНИЕ
ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКИХ
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

Рассматривается один из основных инструментов матема-
тической эвентологии — формулы обращения Э-распределений,
событий и событий-террасок. В основе обращения Э-распреде-
лений лежат классические формулы обращения Мёбиуса функ-
ций, определенных на решетках. Обращение Мёбиуса допол-
нено техникой сет-суммирования [16] — исчисления сумм сет-
функций, определенных на решетке подмножеств конечного
множества, по множественному индексу. Рассматриваются так-
же формулы обращения не сет-функций, а их сет-аргументов
— множеств событий и событий-террасок. Подобные формулы
сет-обращения в предлагаемом варианте не имеют классиче-
ских аналогов.

5.1 Введение

Формулы обращения Э-распределений следуют из классических фор-
мул обращения Мёбиуса1 функций, определенных на решетках. Нема-
лая особенность обращения Э-распределений заключается в сумми-
ровании по «непривычному» множественному индексу — сет-индексу

1Мёбиус, Август Фердинанд (нем. Möbius, August Ferdinand, 1790–1868) —
немецкий математик и астроном-теоретик. Наиболее известен как изобретатель
ленты Мёбиуса. Основные труды по геометрии. В теории чисел именем Мёбиуса
названы ряд, функция и формула обращения.
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— и в суммировании кратных сет-сумм, что еще более усугубляет
«непривычность» сет-индекса. Однако приемы сет-суммирования —
исчисления сумм сет-функций, определенных на решетке подмно-
жеств конечного множества, по сет-индексу — разнообразны [16]
и позволяют суммировать аддитивные и мультипликативные сет-
функции, комбинации этих функций, а также справляться с крат-
ными сет-суммами.

Приведем два простых примера исчисления сет-сумм мультипли-
кативной сет-функции, аддитивной сет-функции и произведения ад-
дитивной и мультипликативной сет-функций, которые наиболее ча-
сто используются при обращении Э-распределений. Пусть X — ко-
нечное множество, µ(X) — аддитивная, а ν(X) — мультипликатив-
ная сет-функция на 2X, т.е. µ(X) =

∑
x∈X ν(x), а ν(X) =

∏
x∈X ν(x)

для любого X ⊆ X. Тогда для любого X ⊆ X справедливы следую-
щие формулы сет-суммирования:

∑

Y⊆X

µ(Y ) = 2|X|−1µ(X),
∑

Y⊆X

ν(Y ) =
∏

x∈X

(1 + ν(x)),

∑

Y⊆X

µ(Y )ν(Y ) =
∏

x∈X

(1 + ν(x))
∑

x∈X

µ(x)ν(x)
1 + ν(x)

.

К основным приёмам суммирования кратных сет-сумм относит-
ся перемена порядка сет-суммирования, которая обычно приводит к
успеху и которая будет продемонстрирована ниже при доказатель-
стве формул обращения Э-распределений.

5.2 Формулы обращения Э-распределений

Сет-функции Э-распределений связаны соотношениями, имеющими
очевидный вероятностный смысл:

pX =
∑

X⊆Y

p(Y ), pX =
∑

Y⊆X

p(Y ), X ∈ 2X.

Применение к этим очевидным соотношениям формул обращения
Мёбиуса дает обратные формулы:

p(X) =
∑

X⊆Y

(−1)|Y \X|pY , p(X) =
∑

Y⊆X

(−1)|X\Y |pY , X ∈ 2X,
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которые выражают вероятности через надвероятности и подвероят-
ности Справедлива также пара обратных формул:

pX =
∑

XC⊆Y

(−1)|Y C|pY , pX =
∑

Y⊆XC

(−1)|Y |pY , X ∈ 2X,

которая следует из предыдущих и связывает надвероятности и под-
вероятности.

12 пар форм Э-распределений p(X), pX , pX , u(X), uX и uX , опре-
деляющие множество случайных событий X и случайное множе-
ство событий K, попарно связаны взаимно-обратными формулами
обращения Мёбиуса, где X ∈ 2X:





[1] pX =

∑
X⊆Y

p(Y ),

(1) p(X) =

∑
X⊆Y

(−1)
|Y |−|X|

pY .





[2] p
X

=

∑
Y⊆X

p(Y ),

(2) p(X) =

∑
Y⊆X

(−1)
|X|−|Y |

p
Y

.





(3) pX =
∑
Y⊆X

(−1)
|Y |

p
Y c

,

(3) p
X

=
∑
X⊆Y

(−1)
|Y c|

pY c .





[4] 1− uX =
∑
X⊆Y

(1− u(Y )),

(4) 1− u(X) =
∑
X⊆Y

(−1)
|Y |−|X|

(1− uY ).





[5] 1− u
X

=
∑
Y⊆X

(1− u(Y )),

(5) 1− u(X) =

∑
Y⊆X

(−1)
|X|−|Y |

(1− u
Y

).





(6) 1− u
X

=
∑
X⊆Y

(−1)|Y c|(1− uY c ),

(6) 1− uX =

∑
Y⊆X

(−1)
|Y |

(1− u
Y c

).





[7] 1− uX =

∑
X⊆Y

p(Y
c
),

(7) p(X) =
∑
Y⊆X

(−1)
|X|−|Y |

(1− uY c ).





[8] 1− u
X

=

∑
Y⊆X

p(Y
c
),

(8) p(X) =
∑
X⊆Y

(−1)
|Y |−|X|

(1− u
Y c

).
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[9] pX =

∑
X⊆Y

(1− u(Y
c
)),

(9) 1− u(X) =

∑
X⊆Y

(−1)
|Y |−|X|

pY .





[10] p
X

=

∑
Y⊆X

(1− u(Y
c
)),

(10) 1− u(X) =

∑
Y⊆X

(−1)
|X|−|Y |

p
Y

.





(11) 1− uX =
∑
Y⊆X

(−1)
|Y |

pY ,

(11) pX =
∑
Y⊆X

(−1)
|Y |

(1− uY ).





(12) 1− u
X

=
∑
X⊆Y

(−1)
|Y c|

p
Y

,

(12) p
X

=
∑
X⊆Y

(−1)
|Y c|

(1− u
Y

).

5.2.1 Таблицы формул обращения Э-распределений

В таблицах 5.1, 5.2, 5.3 и 5.4 собраны формулы обращения и ссылки
а формулы обращения, которые связывают различные формы Э-
распределений, а также различные формы событий-террасок.

p(X) pX pX

ter(X) terX terX

p(X) p(X) = p(X) (1) (2)
ter(X) ter(X) = ter(X) − −

pX [1] pX = pX (3)
terX [1] terX = terX −

pX [2] (3) pX = pX

terX [2] − terX = terX

Таблица 5.1. (p ∼ p, ter ∼ ter)

Оставшиеся три пары форм Э-распределений связаны обычными
очевидными соотношениями дополнительности

p(X) = 1− u(Xc), u(X) = 1− p(Xc), (α); (α)
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u(X) uX uX

Ter(X) TerX TerX

u(X) u(X) = u(X) (4) (5)
Ter(X) Ter(X) = Ter(X) − −

uX [4] uX = uX (6)
TerX [4] TerX = TerX −

uX [5] (6) uX = uX

TerX [5] − TerX = TerX

Таблица 5.2. (u ∼ u, Ter ∼ Ter)

p(X) pX pX

ter(X) terX terX

u(X) u(X) = 1− p(Xc) (9) (10)
Ter(X) Ter(X) = (ter(Xc))c − −

uX [7] (11) uX = 1− pXc

TerX [7] − TerX = (terXc

)c

uX [8] uX = 1− pXc (12)
TerX [8] TerX = (terXc)c −

Таблица 5.3. (u ∼ p, Ter ∼ ter)

pX = 1− uXc

, uX = 1− pXc , (β); (β)

pX = 1− uXc , uX = 1− pXc

, (γ); (γ)

которые следуют из соответствующих теоретико-множественных со-
отношений дополнительности для событий-террасок (см. раздел 5.3.2
на стр. 84):

ter(X) = (Ter(Xc))c; Ter(X) = (ter(Xc))c, (α); (α)

terX = (TerXc

)c; TerX = (terXc)c, (β); (β)
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u(X) uX uX

Ter(X) TerX TerX

p(X) p(X) = 1− u(Xc) (7) (8)
ter(X) ter(X) = (Ter(Xc))c − −

pX [9] (11) pX = 1− uXc

terX [9] − terX = (TerXc

)c

pX [10] pX = 1− uXc (12)
terX [10] terX = (TerXc)c −

Таблица 5.4. (p ∼ u, ter ∼ Ter)

terX = (TerXc)c; TerX = (terXc

)c. (γ); (γ)

terX =
∑

X⊆Y

ter(Y ); terX =
∑

Y⊆X

ter(Y ), [1]; [2]

(TerX)c =
∑

X⊆Y

(Ter(Y ))c; (TerX)c =
∑

Y⊆X

(Ter(Y ))c, [4]; [5]

(TerX)c =
∑

X⊆Y

ter(Y c); (TerX)c =
∑

Y⊆X

ter(Y c), [7]; [8]

terX =
∑

X⊆Y

(Ter(Y c))c; terX =
∑

Y⊆X

(Ter(Y c))c. [9]; [10]

5.3 Эвентологические формулы
террасного обращения

Формулы обращения Мёбиуса Э-распределений основаны на анало-
гичных им теоретико-множественных соотношениях, которые свя-
зывают соответствующие формы событий-террасок. Например, фор-
муле, связывающей вероятности пересечения p(X) и надвероятности
(т.е. вероятности прямого пересечения) pX :

pX = P(terX) =
∑

X⊆Y

P(ter(Y )) =
∑

X⊆Y

p(Y )
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соответствует очевидная теоретико-множественная формула, выра-
жающая события-терраски прямого пересечения terX через события-
терраски пересечения ter(X):

terX =
∑

X⊆Y

ter(Y ).

5.3.1 Таблицы формул обращения событий-террасок

В таблицах 5.5, 5.6, 5.7 и 5.8 собраны формулы обращения и ссылки
на формулы обращения, связывающие различные формы событий-
террасок.

ter(X) terX terX

ter(X) ter(X) = ter(X) − −
terX [1] terX = terX −
terX [2] − terX = terX

Таблица 5.5. (ter ∼ ter).

Ter(X) TerX TerX

Ter(X) Ter(X) = Ter(X) − −
TerX [4] TerX = TerX −
TerX [5] − TerX = TerX

Таблица 5.6. (Ter ∼ Ter).

Есть еще несколько таких пар соответствующих формул:

terX =
∑

Y⊆X

ter(Y ) ⇐⇒ pX =
∑

Y⊆X

p(Y ),

(
TerX

)c
=

∑

Y⊆X

(Ter(Y ))c ⇐⇒ 1− uX =
∑

Y⊆X

(1− u(Y )),
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ter(X) terX terX

Ter(X) Ter(X) = 1− ter(Xc) − −
TerX [7] − TerX = 1− terXc

TerX [8] TerX = 1− terXc −

Таблица 5.7. (Ter ∼ ter).

Ter(X) TerX TerX

ter(X) ter(X) = 1− Ter(Xc) − −

terX [9] − terX = 1− TerXc

terX [10] terX = 1− TerXc −

Таблица 5.8. (ter ∼ Ter).

(TerX)c =
∑

X⊆Y

(Ter(Y ))c ⇐⇒ 1− uX =
∑

X⊆Y

(1− u(Y )),

(TerX)c =
∑

X⊆Y

ter(Y c) ⇐⇒ 1− uX =
∑

X⊆Y

(1− u(Y )),

TerX =
(
terXc

)c

⇐⇒ uX = 1− pXc

,

terX = (TerXc)c ⇐⇒ pX = 1− uXc ,

где X ⊆ X.

5.3.2 Эвентологические формулы обращения,
связывающие события-терраски между собой

Непосредственное применение законов де Моргана2 к различным
формам событий-террасок дает следующие соотношения дополни-

2де Морган, Огастес (De Morgan, Augustus, 1806–1871) — шотландский ма-
тематик и логик. Основные труды по теории рядов и математической логике. С
его именем связаны известные теоретико-множественные соотношения: законы
де Моргана.
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тельности, их связывающие:

ter(X) = (Ter(Xc))c; Ter(X) = (ter(Xc))c, (α); (α)

terX = (TerXc

)c; TerX = (terXc)c, (β); (β)

terX = (TerXc)c; TerX = (terXc

)c. (γ); (γ)

(сравни с формулами на стр. 80 из раздела 5.2)
События-терраски в форме

ter(X), X ⊆ X

образуют разбиение Ω, представляют собой «наименьшие» из всех
шести форм событий-терраски и могут служить «строительным ма-
териалом» из которого посредством теоретико-множественной опе-
рации непересекающегося объединения «складываются» все осталь-
ные формы событий-террасок:

terX =
∑

X⊆Y

ter(Y ); terX =
∑

Y⊆X

ter(Y ), [1]; [2]

(TerX)c =
∑

X⊆Y

(Ter(Y ))c; (TerX)c =
∑

Y⊆X

(Ter(Y ))c, [4]; [5]

(TerX)c =
∑

X⊆Y

ter(Y c); (TerX)c =
∑

Y⊆X

ter(Y c), [7]; [8]

terX =
∑

X⊆Y

(Ter(Y c))c; terX =
∑

Y⊆X

(Ter(Y c))c. [9]; [10]

Соотношения [1], [2], [4], [5], [7], [8], [9] и [10], которые связыва-
ют соответствующие формы событий-террасок, служат теоретико-
множественной основой для так называемых прямых формул обра-
щения Мёбиуса Э-распределений (раздел 5.2 на стр. 78). В доказа-
тельстве нуждаются только два первых соотношения [1] и [2], так как
остальные формулы получаются из них путем применением правил
де Моргана.

Доказательство [1]. В силу определения событий-террасок надо
доказать, что

⋂

x∈X

x =
∑

X⊆Y

( ⋂

x∈Y

x
⋂

x∈Y c

xc

)
.
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Обозначив временно X′ = X−X, Y ′ = Y −X, получим

⋂

x∈Y

x
⋂

x∈Y c

xc =

( ⋂

x∈X

x

)
∩

( ⋂

x∈Y ′
x

⋂

x∈X′−Y ′
xc

)
=

( ⋂

x∈X

x

)
∩ ter′(Y ′),

где
ter′(Y ′) =

⋂

x∈Y ′
x

⋂

x∈X′−Y ′
xc, Y ′ ⊆ X′

— события-терраски, порожденные множеством событий X′ и обра-
зующие разбиение

Ω =
∑

Y ′⊆X′
ter′(Y ′).

А поскольку

∑

X⊆Y

( ⋂

x∈Y

x
⋂

x∈Y c

xc

)
=

⋂

x∈X

x∩

 ∑

Y ′⊆X′
ter′(Y ′)


 =

⋂

x∈Y

x∩ Ω =
⋂

x∈Y

x,

то [1] доказано. Доказательство [2] полностью аналогично.

Каждому соотношению в виде непересекающегося объединения
[1], [2], [4], [5], [7], [8], [9] и [10] соответствует соотношение в виде
пересечения:

(terX)c =
⋂

X⊆Y

(ter(Y ))c; (terX)c =
⋂

Y⊆X

(ter(Y ))c, [1′]; [2′]

TerX =
⋂

X⊆Y

Ter(Y ); TerX =
⋂

Y⊆X

Ter(Y ), [4′]; [5′]

TerX =
⋂

X⊆Y

(ter(Y c))c; TerX =
⋂

Y⊆X

(ter(Y c))c, [7′]; [8′]

(terX)c =
⋂

X⊆Y

Ter(Y c); (terX)c =
⋂

Y⊆X

Ter(Y c), [9′]. [10′]

Среди них наиболее простой вид имеют соотношения [4’] и [5’], ко-
торые для событий-террасок в форме «Ter» играют такую же роль,
какую соотношения [1] и [2] играют для событий-террасок в форме
«ter».
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5.3.3 Эвентологические формулы обращения,
связывающие события с событиями-террасками

Как между различными формами событий-террасок, так и между
событиями x ∈ X и различными формами событий-террасок, порож-
денных множеством событий X, существуют очевидные теоретико-
множественные соотношения следующего вида.

(1)





ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc, X ⊆ X,

x =
∑

x∈X

ter(X), x ∈ X.

(2)





terX =
⋂

x∈X

x, X ⊆ X,

x = ter{x}, x ∈ X.

(3)





terX =
⋂

x∈Xc

xc, X ⊆ X,

xc = ter{x}
c

, x ∈ X.

(4)





TerX =
⋃

x∈Xc

xc, X ⊆ X,

xc = Ter{x}
c

, x ∈ X.

(5)





TerX =
⋃

x∈X

x, X ⊆ X,

x = Ter{x}, x ∈ X.

(6)





Ter(X) =
⋃

x∈X

x
⋃

x∈Xc

xc, X ⊆ X,

x =
∑

x∈X

(Ter(Xc))c
, x ∈ X.

5.4 Заключение

Рассмотрены формулы обращения Э-распределений, и формулы сет-
обращения множеств событий и событий-террасок. В основе об-
ращения Э-распределений лежат классические формулы обращения
Мёбиуса, а формулы сет-обращения множеств событий и событий-
террасок классических аналогов не имеют. Предложенные формулы
обращения составляют один из основных инструментов доказатель-
ства эвентологических утверждений.
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Глава 6
ЗАВИСИМОСТЬ СОБЫТИЙ

Предлагается эвентологическая теория зависимости собы-
тий, определяемой вероятностью, которая включает: меры за-
висимости событий, метрическую интерпретацию ковариации
событий, ковариационный и корреляционный анализ множеств
событий, теорию эвентологической копулы, условные собы-
тия, условные эвентологические распределения и эвентологи-
ческую теорему Байеса.

«Элементы — ничто, связи — всё.
... восприятия, как и представления,
воля, чувствования, одним словом —

весь внутренний и внешний мир,
составляются из небольшого числа
однородных элементов, образующих

то более слабую, то более крепкую связь.»
Эрнст Мах1 [85].

6.1 Введение

Зависимость против независимости. Мы живем, невыносимо
легко складывая мозаику множеств событий, которые ежедневно
происходят с нами и вокруг нас. Стремительная или тягучая череда
меняющихся множеств событий, взаимодействующих друг с другом,
зависящих друг от друга, порождает причудливую мозаику вероят-
ностных взаимозависимостей — нашу жизнь. Некоторые события

1Мах, Эрнст (Mach, Ernst, 1838–1916) — австрийский физик и философ-
идеалист.
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можно считать вероятностно независимыми, и если бы все собы-
тия всегда были независимы друг от друга, то было бы достаточно
измерить вероятность каждого из них, чтобы делать прогнозы о на-
ступлении этих событий в будущем. Однако реальные события веро-
ятностно зависят друг от друга — либо вероятностно притягива-
ются, либо вероятностно отталкиваются. Иными словами, либо
происходят одновременно чаще, чем при независимом наступлении,
либо реже. Некоторые события зависят от нескольких событий сра-
зу, более того, можно себе представить зависимости между множе-
ствами событий. Чтобы разобраться в причудливой мозаике веро-
ятностно зависимых множеств событий, предсказывать события и
управлять ими, надо прежде всего научиться выражать и измерять
структуры вероятностных взаимозависимостей событий. Измере-
ние вероятностной зависимости между событиями — фундаменталь-
ная проблема теории вероятностей и математической статистики, ко-
торая решается современной классической теорией преимуществен-
но косвенными методами через изучение зависимостей случайных
величин или зависимостей более общих случайных элементов линей-
ных пространств. Традиционными мерами зависимости случайных
линейных элементов считается ковариация и корреляция. Эвенто-
логическая теория вводит новые меры зависимости — ковариацию
и корреляцию событий. Ковариациям и корреляциям событий, из-
мерению и классификации вероятностных зависимостей событий
методами ковариационного и корреляционного анализа посвящена
данная глава.

Зависимость важнее независимости. Независимость собы-
тий определяется вероятностью — вероятность же навязывает со-
бытиям ту или иную вероятностную зависимость. Именно веро-
ятность определяет совместное вероятностное поведение событий,
именно вероятность определяет, какие события и насколько будут
зависимы, а какие — нет. Вероятность, заданная на алгебре собы-
тий, — это исчерпывающее описание и единственный источник всех
мыслимых вероятностных зависимостей между любыми множества-
ми измеримых событий.

Понятие независимости событий, центральное в теории вероят-
ностей, отличает ее от общей теории меры. Теория вероятностей —
это наука, которая изучает вероятностные зависимости и взаимодей-
ствия. Но так уж сложилось — и не только в теории вероятностей,
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— что чаще говорят о независимости, оставляя для различного рода
зависимостей ту область, где независимости нет. Это легко понять
— независимость гораздо прозрачнее и проще для анализа. Одна-
ко, каждый из нас сразу согласится с тем, что океан зависимостей
несравненно богаче своими различными представителями, чем кро-
хотный островок независимости. Пожалуй, только с появлением и
развитием эвентологии внимание исследователей, до этого истоп-
тавших вдоль и поперек островок независимых или «почти» незави-
симых событий и сгрудившихся на его надоевшем берегу, стало по-
степенно, но всё более настойчиво обращаться в сторону неизведан-
ного и неисчерпаемого океана вероятностных зависимостей, которые
навязываются подмножествам случайного множества событий веро-
ятностной мерой, — в сторону единственного достойного предмета
теории вероятностей, выделяющего ее из общей теории меры.

Перевернем пирамиду и вместо изучения редкой вероятностной
независимости на бескрайнем фоне зависимостей станем рассматри-
вать многообразие вероятностных зависимостей на скудном незави-
симом фоне. Первое, что возникает в душе исследователя, очутив-
шегося на берегу туманного океана вероятностных зависимостей, —
скромное желание попытаться классифицировать зависимости со-
бытий по характерным вероятностном признакам, чтобы тем самым
обозначить хотя бы контуры близлежащих берегов и наметить марш-
руты первых эвентологических путешествий.

6.2 Ковариации событий

6.2.1 Мультиплет событий и связанные с ним вероятности

Рассмотрим конечное множество событий X = {x, . . . , z}, каждое из
которых — элемент алгебры вероятностного пространства (Ω, F,P).

Определение 1 (мультиплет событий, или N -плет событий). Конеч-
ное множество событий X = {x, . . . , z︸ ︷︷ ︸

N

} состоящее из N = |X| событий,

будем называть мультиплетом событий, или N -плетом событий.
Частными случаями мультиплета событий являются моноплет,

дуплет и триплет событий, иными словами множества событий,
состоящие соответственно из одного, двух и трех событий. Имеет
смысл говорить также о нульплете событий как о множестве собы-
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тий, не содержащем ни одного события — пустом множестве собы-
тий.

Определение 2 (множество всех подмножеств мультиплета событий,
булеан мультиплета событий). Обозначим 2X — множество всех под-
множеств событий из мультиплета X, или булеан мультиплета
событий.

С произвольным N -плетом событий X можно связать еще 2N N -
плетов, которые полностью определяются мультиплетом X и некото-
рым его подмножеством A ⊆ X, и имеют ту же, как будет показано
ниже, структуру вероятностных зависимостей, которая навязывает-
ся им вероятностью.

Определение 1’ (нумерация мультиплета событий его подмноже-
ством). Нумерацией мультиплета X его подмножеством A ⊆ X,
или A-нумерацией X называется мультиплет XA = {x : x ∈ A} +
{xc : x ∈ Ac} , A ∈ 2X.

Определенный таким образом N -плет XA отличается от X только
тем, что события из Ac = X \A входят в него в виде своих дополне-
ний. Например, получаем при A = X XX = {x : x ∈ X}+{xc : x ∈ ∅} =
X — X-нумерацию X, а при A = ∅ X∅ = {x : x ∈ ∅} + {xc : x ∈ X} =
{xc : x ∈ X} – ∅-нумерацию X — мультиплет событий, составленный
из дополнений к событиям из X.

Поскольку элементы мультиплета X и любой его нумерации при-
надлежат алгебре F, то для каждого из этих элементов определена
вероятность.

Определение 3 (индивидуальные вероятности событий). Вероятно-
сти p1

x = P(x), x ∈ X, называются индивидуальными вероятно-
стями событий x из мультиплета X, а вероятности p0

x = 1 − p1
x =

P (xc) , x ∈ X, называются индивидуальными вероятностями до-
полнений xc = Ω \ x событий x из мультиплета X.

Определение 4 (совместные вероятности событий). Совместными
вероятностями событий мультиплета X называются

pX(X) = P

( ⋂

x∈XX

x

)
= P

( ⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc

)
, X ∈ 2X,

— вероятности того, что произойдут все события из X и ни од-
ного из Xc, иными словами — произойдут все события из XX —
X-нумерации X. В частности, при X = X совместная вероятность
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pX(X) = P
(⋂

x∈X x
)
— это вероятность пересечения всех событий

мультиплета X, а при X = ∅ pX(∅) = P
(⋂

x∈X xc
)
— это вероятность

пересечения всех дополнений событий мультиплета X, иными сло-
вами, вероятность пересечения всех событий из X∅ — ∅-нумерации
мультиплета X. Будем считать, что

⋂
x∈∅ x = Ω — пересечение пу-

стого множества событий — это достоверное событие Ω. Отсюда и из
определения 4 имеем, в частности,

p∅(∅) = P

(⋂

x∈∅
x

⋂

x∈∅
xc

)
= P(Ω) = 1

— вероятность пересечения всех событий из ∅-нумерации нульплета
∅ равна единице.

Определение 5 (распределение мультиплета событий, или совмест-
ное распределение событий). Под совместным распределением N со-
бытий x, . . . , z︸ ︷︷ ︸

N

∈ F, образующих мультиплет X = {x, . . . , z}, иными

словами, под распределением мультиплета X, которое навязывается
ему вероятностью P, понимается набор из 2N совместных вероятно-
стей

pX =
{
pX(X), X ∈ 2X

}
=

{
P

( ⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc

)
, X ∈ 2X

}
.

Определение 6 (вероятности независимых пересечений событий муль-
типлета). Вероятностями независимых пересечений событий муль-
типлета X называются

indX(X) =
∏

x∈X

p1
x

∏

x∈Xc

p0
x, X ∈ 2X,

— вероятности независимого пересечения всех событий из его X-
нумераций, иными словами — произведения индивидуальных веро-
ятностей событий из X и дополнений событий из Xc. В частности,
при X = X indX(X) =

∏
x∈X p1

x — вероятность независимого пересе-
чения всех событий мультиплета X, а при X = ∅ indX(∅) =

∏
x∈X p0

x

— вероятность независимого пересечения всех дополнений событий
мультиплета X, иными словами, всех событий из X∅ — ∅-нумерации
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X. Будем считать, что
∏

x∈∅ p1
x = 1 — произведение пустого мно-

жества сомножителей равно единице. Отсюда и из определения 6
имеем, в частности,

ind∅(∅) =
∏

x∈∅
p1

x

∏

x∈∅
p0

x = 1

— вероятность независимого пересечения событий из ∅-нумерации
нульплета ∅ равна единице.

Определение 7 (независимое распределение мультиплета событий,
или независимое распределение событий). Под независимым распре-
делением N событий x, . . . , z︸ ︷︷ ︸

N

∈ F, образующих мультиплет X =

{x, . . . , z}, иными словами, под независимым распределением муль-
типлета X, которое навязывается ему вероятностью P через инди-
видуальные вероятности его событий

{
p1

x = P(x), x ∈ X
}
, понимает-

ся набор

indX =
{
indX(X), X ∈ 2X

}
=

{ ∏

x∈X

p1
x

∏

x∈Xc

p0
x, X ∈ 2X

}

из 2N вероятностей независимых пересечений всех событий из нуме-
раций мультиплета X.

Лемма 1 (о распределениях нумераций мультиплета событий). Рас-
пределение мультиплета X полностью определяет распределение
каждой его A-нумерации подмножеством A ⊆ X по формулам:
pXA

(X) = pX(X ∆ A), X ∈ 2X.
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из соотношений между различ-

ными нумерациями мультиплета.

6.2.2 Плетные ковариации событий

Плетные ковариации, которые определяются в этом разделе, — это
обычные ковариации, давно используемые в теории вероятностей,
поэтому чаще всего они будут называться просто ковариациями.

Обозначим

1x = 1x(ω) =

{
1, ω ∈ x,

0, иначе,
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— индикаторы событий x ∈ X — булевы случайные величины на
вероятностном пространстве (Ω, F,P).

Определение 8 (ковариация, или плетная ковариация). Ковариаци-
ей X, плетной ковариацией X, N -плетной ковариацией событий из
X, X-плетной ковариацией называется величина

CovX =




E

(∏

x∈X

(
1x − p1

x

)
)

, X 6= ∅,

1, иначе,

— центральный смешанный момент порядка N = |X| индикаторов
событий из X.

Из определения 8 следует, что Cov∅ = 1 — плетная ковариация
нульплета равна единице, а Cov{x} = Covx = 0, x ∈ X — плетные
ковариации любых моноплетов равны нулю.

6.2.3 Арные ковариации событий

Возьмем на себя смелость ввести для нового понятия арной кова-
риации специальное обозначение Kov, которое, на первый взгляд,
странным образом отличается от обозначения Cov, употребляемого
обычно для ковариации. Как показал первый опыт одновременного
обращения с тремя типами ковариаций, такое бросающееся в гла-
за различие в обозначениях действительно необходимо во избежа-
ние недоразумений и путаницы и позволяет выстроить не слишком
трудно запоминающуюся систему обозначений.

Определение 9 (арная ковариация).Арной ковариацией X, N -арной
ковариацией событий из X, X-арной ковариацией называется вели-
чина

KovX =




E

(∏

x∈X

1x

)
−

∏

x∈X

p1
x, X 6= ∅,

0, иначе.

Из определения 9 следует, что

KovX =




P

( ⋂

x∈X

x

)
−

∏

x∈X

P(x), X 6= ∅,

0, иначе,
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=

{
pX(X)− indX(X), X 6= ∅,
0, иначе,

— это разность между вероятностями пересечения и независимого
пересечения событий мультиплета X.

Из определения 9 также следует, что Kov∅ = 0 — нуль-арная ко-
вариация нульплета равна нулю2, и Kovx = 0, x ∈ X, одинарная
ковариация любого моноплета равна нулю.

6.2.4 Кортежи подмножеств событий и их ковариации

Определение 10 (кортеж подмножеств событий). Кортежем подмно-
жеств событий из X называется произвольное подмножество T бу-
леана 2X: T ⊆ 2X. Сам булеан 2X — это кортеж. Элементами любого
кортежа T являются некоторые подмножества событий из мульти-
плета X, в частности, элементом кортежа может быть и сам мульти-
плет X: X ∈ T, и пустое подмножество событий: ∅ ∈ T.

Определение 11 (кортежная плетная ковариация, или плетная ко-
вариация внутри кортежа). T -кортежной плетной ковариацией X,
или плетной ковариацией X внутри кортежа T ⊆ 2X называется
величина

Cov
(T )
X =

∑

X∈T

indXc (Xc)CovX =
∑

X∈T

(
CovX

∏

x∈Xc

p1
x

)

— сумма X-плетных ковариаций (по всем подмножествам X из кор-
тежа T ), домноженных на вероятности независимых пересечений со-
бытий из Xc, т.е. на произведения индивидуальных вероятностей со-
бытий из Xc.

Замечание. Повторим еще раз, что чаще всего определение плет-
ная будет опущено, чтобы использовать обычный термин ковариа-
ция. Это касается и только что определенной кортежной ковариа-
ции, или ковариации внутри кортежа.

Определение 12 (кортежная арная ковариация, или арная ковариа-
ция внутри кортежа). T -кортежной арной ковариацией X, или арной

2Здесь, как обычно, молчаливо предполагается, что
∏

x∈∅ p1
x = 1 — произве-

дение пустого множества сомножителей равно единице.
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ковариацией X внутри кортежа T ⊆ 2X называется величина

Kov
(T )
X =

∑

X∈T

(−1)|X
c|indXc (Ec)KovX =

=
∑

X∈T

(−1)|X
c|

(
KovX

∏

x∈Xc

p1
x

)

— знакопеременная сумма X-арных ковариаций (по всем подмноже-
ствам X из кортежа T ), домноженных на вероятности независимых
пересечений событий из Xc, т.е. на произведения индивидуальных
вероятностей событий из Xc.

6.2.5 Слои подмножеств событий и их ковариации

В данной работе нас прежде всего интересуют не произвольные кор-
тежи подмножеств событий, а кортежи одного специального вида,
так называемые слои подмножеств событий.

Определение 13 (слой подмножеств событий). m-слоем подмно-
жеств событий из мультиплета X, или m-слоем мультиплета
X, называется кортеж

Cm
X = {X ⊆ X : |E| = m} ⊆ 2X, m = 0, . . . , |X|,

составленный из всех подмножеств событий мультиплета X, содер-
жащих m событий.

Определение 14 (m-слойная плетная ковариация, или плетная кова-
риация внутри слоя). m-слойной плетной ковариацией X, или плет-
ной ковариацией X внутри m-слоя Cm

X ⊆ 2X называется величина

Cov
(m)
X =

∑

X∈Cm
X

indXc (Xc)CovX =

=
∑

X∈Cm
X

(
CovX

∏

x∈Xc

p1
x

)
, m = 0, . . . , |X|,

— сумма m-плетных ковариаций CovX (по всем подмножествам X
из m-слоя), домноженных на вероятности независимых пересечений
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событий из Xc, т.е. на произведения индивидуальных вероятностей
событий из Xc.

Из определений 14 и 8 следует, что Cov
(0)
X =

∏
x∈X p1

x — нуль-
слойная ковариация равна произведению индивидуальных вероятно-
стей всех событий из мультиплета, Cov

(1)
X = 0 — однослойная ковари-

ация любого мультиплета равна нулю, а Cov
(N)
X = CovX — N -слойная

ковариация любого N -плета равна его плетной ковариации.
Определение 15 (m-слойная арная ковариация, или арная ковариа-

ция внутри слоя). m-слойной арной ковариацией X, или арной кова-
риацией X внутри m-слоя Cm

X ⊆ 2X, называется величина

Kov
(m)
X = (−1)N−m

∑

X∈Cm
X

indXc (Ec)KovX =

= (−1)N−m
∑

X∈Cm
X

(
KovX

∏

x∈Xc

p1
x

)

— сумма X-арных ковариаций KovX (по всем подмножествам E из
m-слоя), домноженных на вероятности независимых пересечений со-
бытий из Xc, т.е. на произведения индивидуальных вероятностей
событий из Xc. При этом знак суммы зависит от четности N −m =
|X| − |X| = |Xc|.

Из определений 15 и 9 следует, что Kov
(0)
X = 0 — нуль-слойная ар-

ная ковариация равна нулю, Kov
(1)
X = 0 — однослойная арная ковари-

ация любого мультиплета равна нулю, а Kov
(N)
X = KovX — N -слойная

арная ковариация любого N -плета равна его N -арной ковариации.

6.2.6 Свойства ковариаций событий

Лемма 1 (о сумме всех слойно-арных ковариаций мультиплета).

|X|∑
m=0

Kov
(m)
X =

{
CovX, X 6= ∅,
0, иначе,

— сумма всех слойных арных ковариаций любого непустого муль-
типлета X равна его плетной ковариации, а для нульплета равна
нулю.
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Д о к а з а т е л ь с т в о следует из определений ковариаций и
формул сет-суммирования.

Лемма 2 (о сумме всех слойных ковариаций мультиплета).

|X|∑
m=0

Cov
(m)
X =

{
pX(X), X 6= ∅,
0, иначе,

— сумма всех слойных ковариаций любого непустого мультиплета
X равна вероятности пересечения всех его событий, а для нульпле-
та равна нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из определений ковариаций и
формул сет-суммирования.

Следствие из лемм 1 и 2.
Отделив от сумм слойных ковариаций, фигурирующих в леммах

1 и 2, первые два члена (m = 0, 1), и учитывая то, что Kov
(0)
X =

Kov
(1)
X = 0, а Cov

(0)
X =

∏

x∈X

p1
x, Cov

(1)
X = 0, получим выражения

|X|∑
m=2

Kov
(m)
X =

{
CovX, X 6= ∅,
0, иначе,

∏

x∈X

p1
x +

|X|∑
m=2

Cov
(m)
X =

{
pX(X), X 6= ∅,
0, иначе,

из которых, если вспомнить, что

KovX = pX(X)−
∏

x∈X

p1
x,

следуют два красивых косо-симметричных соотношения

CovX =





|X|∑
m=2

Kov
(m)
X , X 6= ∅,

1, иначе,

(Cov)

KovX =
|X|∑

m=2

Cov
(m)
X , (Kov)
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связывающих арную ковариацию со слойно-плетными, а плетную ко-
вариацию со слойно-арными ковариациями.

Замечание. Во втором соотношении (Kov) можно не различать
случаи X 6= ∅ и X = ∅, так как Kov∅ = 0, чего нельзя сделать в
первом соотношении (Cov), так как Cov∅ = 1, в то время как по
лемме 2 при X = ∅

|X|∑
m=2

Kov
(m)
X = 0.

6.3 Метрическая интерпретация
ковариации событий

6.3.1 Парная ковариации событий

Лемма (метрическая интерпретация парной ковариации). Пусть собы-
тия x и y имеют вероятности P(x) и P(y), а Kovxy — их парная
ковариация. Тогда

2Kovxy = ∆i
xy −∆xy,

где ∆xy = P(x∆y) — вероятностное расстояние между события-
ми x и y, а ∆i

xy = Pi(x∆y) — вероятностное расстояние между
независимыми событиями, имеющими те же вероятности, что и
события x и y.

Доказательство. Поскольку парная ковариация событий x и y,
имеющих вероятности P(x) и P(y), определяется как величина

Kovxy = P(x ∩ y)−P(x)P(y),

то
∆xy = P(x∆y) = P(x) + P(y)− 2P(x ∩ y) =

= P(x) + P(y)− 2Kovxy − 2P(x)P(y) = Pi(x∆y)− 2Kovxy,

где Pi(x∆y) — вероятность симметрической разности независимых
событий x и y, имеющих вероятности P(x) и P(y) соответственно.
Иначе говоря, Pi(x∆y) = ∆i

xy — это вероятностное расстояние меж-
ду независимыми событиями x и y, вероятности которых равны P(x)
и P(y). Лемма доказана.
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Замечание. Соотношение леммы

2Kovxy = ∆i
xy −∆xy = Pi(x∆y)−P(x∆y)

означает, что удвоенная парная ковариация событий — это отличие
вероятностного расстояния между этими событиями от вероятност-
ного расстояния между независимыми событиями с такими же веро-
ятностями. Причем если вероятностное расстояние между события-
ми больше вероятностного расстояния между независимыми собы-
тиями с такими же вероятностями (отрицательная парная ковари-
ация), то значит события «вероятностно отталкиваются», в против-
ном случае (положительная парная ковариация) — «вероятностно
притягиваются». Соотношение леммы называется метрической ин-
терпретацией парной ковариации событий.

6.3.2 Ковариация множества событий

Лемма (метрическая интерпретация арной ковариации). Пусть X ⊆ F
— конечное множество событий из алгебры эвентологического про-
странства (Ω,F ,P), X ⊆ X — его произвольное подмножество,
события x ∈ X имеют вероятности P(x), а KovX и Kov∪X — ар-
ные ковариации множества событий X ⊆ X по пересечению и по
объединению соответственно. Тогда

|X|KovX = ∆i
X −∆X , |X|Kov∪X = ∆∪

X −∆∪i
X ,

где

∆X =
∑

x∈X

P(x)− |X|P
( ⋂

x∈X

x

)
, ∆∪

X = |X|P
( ⋃

x∈X

x

)
−

∑

x∈X

P(x)

— сет-расстояния3 множеств событий X ⊆ X по пересечению
и объединению соответственно, а ∆i

X и ∆∪i
X — соответствую-

щие сет-расстояния независимых множеств событий, имеющих
те же вероятности, что и события из множества X ⊆ X.

3Свойства сет-расстояний множества событий изложены в главе 8 на стр.
156.
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6.4 Эвентологическая корреляция —
мера вложенной зависимости событий

Разумный субъект измеряется не столько числовыми характеристи-
ками, сколько эвентологическими — событиями, теми самыми, в ко-
торых он принимал участие, активное или пассивное. Зависят между
собой не столько числа, сколько события. Любые два события, харак-
теризующие разумного субъекта, например, событие x ∈ X и событие
y ∈ X связаны между собой, хотя и не определяют друг друга од-
нозначно — они связаны между собой статистически. Естественно
попытаться измерить силу связи между случайными событиями
с помощью вновь определенных эвентологических мер так же, как
с помощью классических мер: ковариации и корреляции измеряется
сила связи между случайными величинами.

Отношению полного линейного порядка значений случайных ве-
личин аналогично отношение частичного порядка по включению со-
бытий. Эта аналогия естественным образом продолжается в интер-
претации характеров зависимостей, сила которых измеряется клас-
сической и эвентологической корреляциями. Известно, что класси-
ческая корреляция случайных величин измеряет их линейную за-
висимость. Эвентологический аналог этого классического факта:
эвентологическая корреляция (Э-корреляция) событий измеряет их
вложенную зависимость.

В эвентологии хорошо известны три типичных характера зави-
симости множеств событий:

• вложенный (Фреше-корреляция равна +1),
• независимый (Фреше-корреляция равна 0),
• наименее пересекающийся4 (Фреше-корреляция равна −1).

Покажем, что наименее пересекающая зависимость так же, как
и вложенная, может быть интерпретирована в терминах отноше-
ния включения. Действительно, рассмотрим два титульных события
x, y ∈ X, эвентологическая парная ковариация которых определяет-
ся формулой

Kovxy = P(x ∩ y)−P(x)P(y),
4Понятие «наименее пересекающиеся» события определяется относительно

вероятности: наименее пересекающимися называются события, которые при
фиксированных индивидуальных вероятностях имеют наименее возможную ве-
роятность пересечения.
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а Фреше-корреляция равна

Korxy =

{
Kovxy/|F+

xy| Kovxy > 0,

Kovxy/|F−xy| Kovxy < 0,

где

F−xy = max{0, px + py − 1} − pxpy, F+
xy = min{px, py} − pxpy

— правая и левая Фреше-границы парной ковариации соответствен-
но:

F−xy ≤ Kovxy ≤ F+
xy.

Интерпретация отношения пустого (или наименьшего относитель-
но вероятности) пересечения событий в терминах отношения вклю-
чения основана на простейших наблюдениях. Во-первых, для пустого
пересечения:

x ∩ y = ∅ ⇐⇒ x ⊆ yc,

или эквивалентно:
x ∩ y = ∅ ⇐⇒ y ⊆ xc.

Во-вторых, для наименьшего (относительно вероятности) пересече-
ния:

x ∩ y = x ∩min
P

y ⇐⇒ x ⊇ yc,

или эквивалентно:

x ∩ y = x ∩min
P

y ⇐⇒ y ⊇ xc.

Таким образом наименее пересекающуюся зависимость естествен-
но считать частным вариантом обобщенной вложенной зависимости
— дополнительно-вложенной зависимостью, а Фреше-корреляцию
— мерой обобщенной вложенной зависимости: прямой (при положи-
тельных значениях, когда события вложены) и дополнительной (при
отрицательных значениях, когда одно событие вложено в дополне-
ние к другому).
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6.4.1 Особенности вложенной зависимости между двумя
событиями

Рассмотрим два произвольных титульных события x, y ∈ X с парной
ковариацией

Kovxy = P(x ∩ y)−P(x)P(y) = pxy − pxpy.

Э-распределение событий x и y состоит из вероятностей порождае-
мых ими четырех безымянных событий-террасок

p(x, y) = P(x ∩ y) = pxpy + Kovxy = pxy;
p(x) = P(x ∩ yc) = px(1− py)− Kovxy = px − pxy;
p(y) = P(xc ∩ y) = (1− px)py − Kovxy = py − pxy,

p(∅) = P(xc ∩ yc) = (1− px)(1− py) + Kovxy = 1− px − py + pxy;

которые выражаются через индивидуальные вероятности

px = P(x), py = P(y)

и парную ковариацию Kovxy.
Титульное событие x разбивается событием y на два события-

терраски
x = x ∩ y + x ∩ yc = x′ + x′′,

одно из которых вложено в событие y:

x′ ⊆ y,

а другое — в его дополнение yc = Ω− y:

x′′ ⊆ yc,

где события-терраски кратко обозначены:

x′ = x ∩ y, x′′ = x ∩ yc.

Таким образом, событие x составлено из двух событий-террасок,

• одно из которых x′ вложенно зависит от y,
• а второе x′′ вложенно зависит от yc.
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Вычислим парные ковариации между событиями-террасками x′

и x′′ и событиями y и yc соответственно, учитывая, что каждая пара
— вложенные события. Поскольку

P(x′) = P(x ∩ y) = pxpy + Kovxy;

P(x′′) = P(x ∩ yc) = px(1− py)− Kovxy,

получаем

Kovx′y = P(x′ ∩ y)−P(x′)P(y) = (pxpy + Kovxy)(1− py); (1)

Kovx′′yc = P(x′′ ∩ yc)−P(x′′)P(yc) = (px(1− py)− Kovxy)py. (2)

Заметим, что
Kovx′y = Kovx′′y ⇐⇒ Kovxy = 0

— равенство двух парных ковариаций Kovx′y и Kovx′′yc эквивалентно
нулевой парной ковариации Kovxy, т.е. независимости событий x и y.
Иначе говоря, события x и y независимы тогда и только тогда, когда
событие x разбивается событием y на два события-терраски x′ и x′′,
в одинаковой степени вложенно зависящие от y и yc соответственно.
Из (1) и (2) следует соотношение, связывающее парные ковариации
Kovx′y и Kovx′′yc :

Kovx′y

px(1− py)
+

Kovx′′yc

pxpy
= 1,

которое означает, что при фиксированных индивидуальных вероят-
ностях титульных событий эти две парные ковариации связаны про-
тивоположной линейной зависимостью: когда одна из них возрас-
тает, другая — убывает. А поскольку обе эти ковариации измеряют
вложенную зависимость, то их значения всегда неотрицательны и
удовлетворяют неравенствам

(1− py)max{0, px + py − 1} ≤ Kovx′y ≤ min{px, py}(1− py);

py max{0, px − py} ≤ Kovx′′yc ≤ min{px, 1− py}py,

которые следуют из неравенств Фреше для вероятностей пересече-
ния px′ = P(x ∩ y) и px′′ = P(x ∩ yc):

max{0, px + py − 1} ≤ px′ ≤ min{px, py};
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Рис. 6.1. Графики (толстые линии) изменения парных ковариаций Kovx′y =
px′ (1− py) (возрастает) и Kovx′′yc = (px− px′ )py (убывает) как линейных функ-
ций параметра px′ = pxy ∈ [0, px]. Ковариации совпадают, когда px′ = P(x∩y) =

pxpy , т.е. когда события x и y независимы.

max{0, px − py} ≤ px′′ ≤ min{px, 1− py}.
В частной (но вполне типичной) ситуации, когда

px + py < 1, px < py

получаем:

0 ≤ Kovx′y ≤ px(1− py); 0 ≤ Kovx′′yc ≤ pxpy.

Для этой же ситуации (и кроме того, для py ≤ 1/2) графики изме-
нения парных ковариаций

Kovx′y = px′(1− py); Kovx′′yc = (px − px′)py
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как линейных функций параметра px′ = pxy ∈ [0, px] показаны на
рис. 6.1.

6.5 Мультковариации множеств событий

Помимо трёх эквивалентных и давно известных способов представ-
ления распределения случайного множества — в виде распределе-
ния вероятностей, подвероятностей и надвероятностей — можно
себе представить ещё, по крайней мере, два — в виде распределения
мульт-подковариаций и мульт-надковариаций. Скорее всего, суще-
ствуют и другие эквивалентные способы задания распределений слу-
чайных множеств. Например, всегда есть возможность ради удоб-
ства перейти к распределениям дополнения случайного множества,
если возникает ситуация, когда с дополнением обращаться проще,
чем с самим случайным множеством.

При исследовании зависимостей между элементами и множества-
ми элементов, навязываемых случайным множеством, язык мульт-
ковариационных распределений оказывается эффективнее прочих.
Однако, чтобы воспользоваться его преимуществами, надо побли-
же познакомиться с не совсем обычными по сравнению с аддитив-
ным вариантом свойствами мультковариаций и мультковариацион-
ных распределений случайных множеств.

6.5.1 Распределения мультковариаций
и мультипликативные формулы обращения

Как оказалось, кроме трёх эквивалентных способов представления
распределения случайного множества K под X — в виде распреде-
ления вероятностей p(X) = P(K = X), X ∈ 2X, подвероятно-
стей pX = P(K ⊆ X), X ∈ 2X, и надвероятностей pX = P(X ⊆
K), X ∈ 2X, существует ещё два — в виде распределения мульт-
подковариаций:

τX =
[
πX

0

πX
1

](−1)|X|

, X ∈ 2X, (?)

и распределения мульт-надковариаций:

τX =
[
π0

X

π1
X

](−1)|X|

, X ∈ 2X, (•)
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где
πX

0 =
∏

Y ∈0X

pY c

, πX
1 =

∏

Y ∈1X

pY c

, X ∈ 2X,

π0
X =

∏

Y ∈0X

pY , π1
X =

∏

Y ∈1X

pY , X ∈ 2X,

— чётные и нечётные мульт-под-ковариации и мульт-надковариа-
ции соответственно. Справедливы обратные формулы для X ∈ 2X,

pX =
∏

Y⊆Xc

τY , (??) pX =
∏

X⊆Y

τY , (••)

связывающие надвероятности и подвероятности K с его мульт-надко-
вариациями и мульт-подковариациями соответственно. Пара формул
(?) и (??), а также (•) и (••) — это формулы обращения, которые
можно считать мультипликативными аналогами формул обраще-
ния Мёбиуса.

6.5.2 Простейшие свойства мультковариаций

Прежде чем двигаться дальше, надо разобраться в элементарных
свойствах мультковариаций. Для начала запишем мульт-подковариа-
ции небольших порядков qX = P(X ⊆ Kc) = P(K ⊆ Xc) = pXc

, X ∈
X, по привычке выраженные через надвероятности дополнения Kc =
X−K случайного множества K. Отметим, что распределение надве-
роятностей дополнения qK =

{
qX : X ∈ 2X

}
— это ещё один экви-

валентный способ описания случайного множества K. Фактически
это всего лишь «перенумерованные» дополнительными множествен-
ными индексами подвероятности pXc

.
1. Мультипликативная моноплетная x-подковариация, {x} ⊆ X:

τx =
[
πx

0

πx
1

]−1

= p0
x = qx. (1)

2. Мультипликативная дуплетная xy-подковариация, {x, y} ⊆ X:

τxy =
πxy

0

πxy
1

=
p00

xy

p0
xp0

y

=
qxy

qxqy
. (2)
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3. Мультипликативная триплетная xyz-подковариация, {x, y, z} ⊆
X:

τxyz =
[
πxyz

0

πxyz
1

]−1

=
p0

xp0
yp0

z p000
xyz

p00
xyp00

xzp
00
yz

=
qxqyqz qxyz

qxyqxzqyz
. (3)

4. Мультипликативная четырёхплетная xyzw-подковариация, {x, y,
z, w} ⊆ X:

τxyzw =
πxyzw

0

πxyzw
1

=
p00

xyp00
xzp

00
xwp00

yzp
00
ywp00

zw

p0
xp0

yp0
zp

0
w p000

xyzp
000
xywp000

xzwp000
yzw

=

=
qxyqxzqxwqyzqywqzw

qxqyqzqw qxyzqxywqxzwqyzw
. (4)

Обратим внимание на формулы:

τxyτxτy = qxy, {x, y} ∈ 2X,

τxyzτxyτxzτyzτxτyτz = qxyz, {x, y, z} ∈ 2X,

τxyzwτxyzτxywτxzwτyzwτxyτxzτxwτyzτywτzwτxτyτzτw = qxyzw,

{x, y, z, w} ∈ 2X,

или в общем виде:
∏

Y⊆X

τY = qX , X ∈ 2X,

которые легко следуют из (??), поскольку qX = pXc

.

6.5.3 Выражение вероятностей через мультковариации

Теперь попытаемся, применив к обратным формулам (??) и (••)
обычные формулы обращения Мёбиуса, установить формулы, свя-
зывающие мультковариации и вероятности.

Вероятности через мульт-подковариации. Имеем

p(X) =
∑

Y⊆X

(−1)|X\Y |pY =
∑

Y⊆X

(−1)|X\Y |
∏

Z⊆Y c

τZ , X ∈ 2X, (? ? ?)

Вероятности через мульт-надковариации.

p(X) =
∑

X⊆Y

(−1)|Y \X|pY =
∑

X⊆Y

(−1)|Y \X|
∏

Y⊆Z

τZ , X ∈ 2X, (• • •)
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6.6 Эвентологическая теория копулы

Копула — это функция многих переменных copula(u1, . . . , un), кото-
рая связывает совместную функцию распределения (ф.р.) F множе-
ства случайных величин ξ = {ξ1, . . . , ξn} с их маргинальными ф.р.
Fi(ri):

F (r1, . . . , rn) = copula(F (r1), . . . , Fn(rn)). (1)

Справедлива также обратная формула:

copula(u1, . . . , u1) = F (F−1
1 (u1), . . . , F−1

n (un)). (2)

Формулы (1) и (2) — это содержание теоремы Склара и следствия из
нее [217], доказательство которых можно найти у Нелсена [193]. Из
этого следствия мы знаем, что при любых заданных маргинальных
распределениях и любой копуле мы получим правильное совместное
распределение. Копула — это такая функция, которая, будучи при-
мененной к одномерным маргиналам, дает в результате правильную
многомерную ф.р.: поскольку эта ф.р. содержит всю информацию о
случайном векторе, она содержит всю информацию о структуре за-
висимости его компонент. Использование копулы таким образом без
потери какой-либо информации расщепляет распределение случай-
ного вектора на индивидуальные компоненты (маргиналы) и струк-
туру зависимостей (копула) среди них. Важно подчеркнуть, что эта
теорема не требует, чтобы F1 и Fn были идентичны или даже при-
надлежали одному и тому же семейству распределений.

Поскольку совместная ф.р. определяется как вероятность пере-
сечения множества событий:

F (r1, . . . , rn) = P

(
n⋂

i=1

{ω : ξi(ω) 6 ri}
)

,

а маргинальные ф.р. — как вероятности отдельных событий из этого
множества:

Fi(ri) = P ({ω : ξi(ω) 6 ri}) , i = 1, . . . , n,

то копула вполне может быть использована для того, чтобы связать
эти вероятности:

P

(
n⋂

i=1

{ξi 6 ri}
)

= copula
(
P (ξ1 6 r1) , . . . ,P (ξn 6 rn)

)
.
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Наша цель — видоизменить классическое понятие копулы, что-
бы приспособить его к эвентологическим распределениям множеств
событий. На такое видоизменение копулы можно взглянуть с двух
точек зрения. На первый взгляд, разумеется, эвентологическая ко-
пула — это всего лишь сужение на эвентологические распределения
понятия копулы, используемой для функций распределения. Однако
пристальный взгляд позволяет открыть, что эвентологическая копу-
ла расширяет класс классических копул за счет добавления копул
совершенно нового типа, которые связывают с вероятностями собы-
тий не только вероятности их пересечений, но и вероятности других
сет-операций над ними, в том числе, например, объединений.

Итак, зафиксируем набор вещественных чисел {r1, . . . , rn} ∈ Rn

и обозначим xi = {ω : ξi(ω) 6 ri} ⊆ Ω, i = 1, . . . , n — соответствую-
щие события, которые образуют множество X = {x1, . . . , xn}. Тогда
копула связывает вероятность пересечения множества событий X с
их вероятностями:

P

(
n⋂

i=1

xi

)
= copula

(
P (x1) , . . . ,P (xn)

)
.

Сначала, обозначая

copula
(
P(x), x ∈ X

)
= copula

(
P (x1) , . . . ,P (xn)

)
,

перепишем это соотношение в безындексной форме:

P

( ⋂

x∈X

x

)
= copula

(
P(x), x ∈ X

)
,

Затем обозначим для любого подмножества событий X ⊆ X

copulaX(P(x), x ∈ X) = copula
(
P(x), x ∈ X; 1, x ∈ Xc

)

и заметим, что вероятности пересечения произвольных подмножеств
событий X ⊆ X выражаются через копулу по формулам:

pX = P

( ⋂

x∈X

x

)
= P

( ⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

Ω

)
=



112 Эвентология

= copula
(
P(x), x ∈ X; 1, x ∈ Xc

)
= copulaX(P(x), x ∈ X).

Из формул Мебиуса

p(X) =
∑

X⊆Y

(−1)|Y |−|X|pY , pX =
∑

X⊆Y

(−1)|Y
c|pY c ,

получаем определение эвентологических копул еще двух типов:

copula(X; P(x), x ∈ X) =
∑

X⊆Y

(−1)|Y |−|X| copulaY (P(x), x ∈ X),

copulaX(P(x), x ∈ X) =
∑

X⊆Y

(−1)|Y
c| copulaY c(P(x), x ∈ X),

где использованы обозначения для X ⊆ X

copula(X; P(x), x ∈ X) = copula(P(x), x ∈ X; 1−P(x), x ∈ Xc),

copulaX(P(x), x ∈ X) = copula(1, x ∈ X; 1−P(x), x ∈ Xc).

Эти две новые Э-копулы определяют эвентологические распределе-
ния множества X в двух видах:

p(X) = P

( ⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc

)
= copula(P(x), x ∈ X; 1−P(x), x ∈ Xc) =

= copula(X; P(x), x ∈ X),

pX = P

( ⋂

x∈X

Ω
⋂

x∈Xc

xc

)
= copula(1, x ∈ X; 1−P(x), x ∈ Xc) =

= copulaX(P(x), x ∈ X),

связывая вероятности двух других видов пересечений событий с ве-
роятностями событий. Будем использовать сокращенные обозначе-
ния, опуская аргументы у эвентологических копул:

copula(X) = copula(X; P(x), x ∈ X), copulaX = copulaX(P(x), x ∈ X),

copulaX = copulaX(P(x), x ∈ X).
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Еще три формулы Мебиуса

u(X) = 1− p(Xc), uX = 1− pXc

, uX = 1− pXc

позволяют определить три новых эвентологических копулы:

Copula(X) = 1− copula(Xc), CopulaX = 1− copulaXc

,

CopulaX = 1− copulaXc ,

которые определяют эвентологические распределения еще трех ви-
дов:

u(X) = P

( ⋃

x∈X

x
⋃

x∈Xc

xc

)
= Copula(X),

uX = P

( ⋃

x∈X

x

)
= CopulaX , uX = P

( ⋃

x∈Xc

xc

)
= CopulaX .

Независимые Э-копулы

copulaX(ux, x ∈ X) =
∏

x∈X

ux,

copula(X; ux, x ∈ X) =
∏

x∈X

ux

∏

x∈Xc

(1− ux),

copulaX(ux, x ∈ X) =
∏

x∈Xc

(1− ux),

CopulaX(ux, x ∈ X) = 1− copulaXc

= 1−
∏

x∈X

(1− ux),

Copula(X; ux, x ∈ X) = 1− copula(Xc) = 1−
∏

x∈X

(1− ux)
∏

x∈Xc

ux,

CopulaX(ux, x ∈ X) = 1− copulaXc = 1−
∏

x∈Xc

ux.
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6.7 Условные события

Попытаемся сначала выяснить, что можно понимать под условным
событием (у|событием), чтобы затем дать приемлемое строгое опре-
деление этого нового эвентологического понятия5. Если последова-
тельно отстаивать эвентологическую точку зрения на событие и ве-
роятность6, как на взаимно дополняющие понятия, которые не су-
ществуют одно без другого, то у|событие — это ни что иное, как то
самое событие с давно готовым удобным обозначением x|s, кото-
рое эвентологически соответствует условной вероятности P(x|s)
и вероятность которого как раз и равна этой самой условной ве-
роятности

P(x|s) =
P(x ∩ s)
P(s)

.

Сказанное выше — это, конечно, не строгое определение, а лишь
довольно расплывчатая формулировка того, что можно было бы по-
нимать под условным событием. Двинемся по пути уточнения фор-
мулировки.

Замечание 1 (о мощности Ω и мощности событий, имеющих нену-
левую вероятность). Пространство э-событий Ω играет в эвентоло-
гии роль Ω-бытия7, и считается, что мощность Ω равна мощности
континуума. При этом вероятность P в вероятностном пространстве
(Ω, F,P) считается абсолютно непрерывной относительно равномер-
ной меры. Поэтому мощность каждого события s, имеющего ненуле-
вую вероятность P(s) > 0, равна мощности континуума.

5Условное событие, пожалуй, можно считать новым понятием и для теории
вероятностей, которая до сих пор довольно успешно без него обходилась, ограни-
чиваясь понятиями условной вероятности, условного распределения, условного
математического ожидания и другими условными понятиями, имеющими «чис-
ловую» природу.

6Точка зрения эвентолога на событие и вероятность: если определена вероят-
ность «чего-то», то это «что-то» есть не что иное, как событие; если же опреде-
лено событие, то всегда определена и его вероятность — событий без вероятности
не существует.

7Ω-бытие (пространство исходов бытия) состоит из э-событий ω ∈ Ω, каж-
дое из которых наступает только единожды и соответствует состоянию бытия
в данный момент во всей мыслимой Вселенной. Таким образом, каждая эвенто-
логическая задача рассматривается на фоне Ω-бытия, иначе говоря, считается
постоянно действующим «вселенский эксперимент», исходами которого служат
неповторимые состояния Вселенной ω ∈ Ω.
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Определение (условное нормирующее отображение событий).Услов-
ным нормирующим отображением (у|отображением) события s ∈
F, имеющего ненулевую вероятность P(s) > 0, называется взаимно
однозначное отображение fs : s → Ω, при котором образом события
s служит пространство элементарных событий Ω: fs(s) = Ω.

Замечание 2 (свойства у|отображений). Обозначим F+ = {s ∈ F :
0 < P(s) < 1} — множество F-измеримых событий, имеющих нену-
левую неединичную вероятность. Пусть ΩF = {fs : s ∈ F+} —
множество всех у|отображений F-измеримых событий s ⊆ Ω, име-
ющих ненулевую вероятность, на Ω. Так как у|отображения взаим-
но однозначны, то для каждого fs ∈ ΩF существует обратное ему
у|отображение f−1

s : Ω → s. Взятые вместе они образуют FΩ = {f−1
s :

s ∈ F+} — множество всех обратных у|отображений. Суперпози-

ция s
fs−→ Ω

f−1
s′−→ s′ у|отображения fs и обратного у|отображения

f−1
s′ — это взаимно-однозначное отображение f−1

s′ fs : s → s′ собы-
тия s ∈ F+ на событие s′ ∈ F+, которые, взятые вместе, образу-
ют FF = {f−1

s′ fs : s ∈ F+, s′ ∈ F+} — множество всех (s, s′)-
у|отображений. Для любых s ∈ F+ и s′ ∈ F+ суперпозиция

Ω
f−1

s−→ s
f−1

s′ fs−→ s′
fs′−→ Ω

обратного у|отображения f−1
s , (s, s′)-у|отображения f−1

s′ fs и у|отобра-
жения fs′ — это, очевидно, всегда тождественное отображение

fs′f
−1
s′ fsf

−1
s : Ω → Ω

пространства э-событий Ω на себя.
Подводя итог, заметим, что множество у|отображений ΩF полно-

стью определяет и множество обратных у|отображений FΩ, и мно-
жество (s, s′)-у|отображений FF. В дальнейшем вместе с вероятност-
ным пространством (Ω, F,P) всегда считается заданным множество
у|отображений ΩF.

Определение (эвентологическое измеримое пространство). Измери-
мое пространство (Ω, F) вместе с множеством у|отображений ΩF, т.е.
тройка

(
Ω, F, ΩF

)
называется эвентологическим измеримым про-

странством.
Определение (эвентологическое пространство). Эвентологическое

измеримое пространство с вероятностной мерой (Ω, F,ΩF,P) назы-
вается эвентологическим пространством (Э-пространством).
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f−1
s fsc f−1

sc fs

fs

fsc

Ω Ω



s





sc

x ∩ s x|s

x ∩ sc x|sc

x|(sc → s)

x|(s → sc)

Рис. 6.2. Эвентологическая схема определения у|событий

Замечание 3 (об исполнении событием роли Ω и ролей других со-
бытий). Определение у|отображения события s — это попытка эвен-
тологически описать то, что «происходит» с событиями в рамках
классической схемы условной вероятности событий при условии, что
наступает событие s, имеющее ненулевую вероятность P(s) > 0. Тео-
рия вероятностей предлагает условную схему, в которой «событие s
играет роль Ω». У|отображение fs : s → Ω — это всего лишь деталь-
ная разработка роли Ω, доверенной «рядовому» измеримому собы-
тию s ⊆ Ω. Пока8 подразумевается «самая подробная» детализация:
«с точностью до э-события» ω ∈ Ω. Так что, например,

t ⊆ s ⇒ fs(t) = {fs(ω) : ω ∈ t} ⊆ Ω,

8До тех пор, пока не берется во внимание террасное восприятие (террасное
приближение, террасная аппроксимация) событий разумом.
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t ⊆ Ω ⇒ f−1
s (t) = {f−1

s (ω) : ω ∈ t} ⊆ s

для измеримого события t ∈ F.
Для каждого события s ∈ F+ и любого другого события s′ ∈

F+ определено (s, s′)-у|отображение f−1
s′ fs ∈ FF, которое позволяет

детально разработать «исполнение событием s роли события s′».

f−1
s fsc f−1

sc fs

fs

fsc

s ∩ terµ(X)︸ ︷︷ ︸

︷ ︸︸ ︷
sc ∩ terµ(X)

{
terµ(X)

Ω Ω



s





sc

Рис. 6.3. Эвентологическая схема µ-восприятия у|отображений

Замечание 4 (о террасном восприятии Ω-бытия). События вместе
со своими вероятностями возникают там и тогда, где и когда возника-
ет разум. Где и когда наступление событий не наблюдается никаким
разумом, там и тогда событий со своими вероятностями не суще-
ствует. На этот скорее философский, чем эвентологический вопрос
мы не собираемся отвечать исчерпывающим образом. Вполне может
оказаться, например, что любые события всегда наблюдаются все-
общим разумом при помощи каких-то индивидуальных разумов или
же какие-то события выпадают из поля зрения разума. Рассмотреть
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мыслимые возможности любопытно, но пока нас интересует другое:
каким образом индивидуальный разум воспринимает наблюдаемое
им событие?

Разум — это череда событий. Череда событий, характеризующая
индивидуальный разум µ ∈ M, его собственное множество собы-
тий, определяется как X-нечеткое событие v

µ = {xµ, x ∈ X}. Пред-
полагается, что оно конечно, хотя, может быть, и весьма обширно.
Поскольку никакими другими «инструментами» восприятия наблю-
даемых событий, кроме событий, накопленных в v

µ, индивидуальный
разум µ не обладает, то его восприятие событий может и должно
быть описано не просто на языке событий, т.е. на эвентологическом
языке, а только на языке событий из v

µ. «Язык событий из v
µ», хотя

и относительно велик, но эвентологически довольно однообразен: он
состоит «всего лишь» из событий-террасок, порождаемых собствен-
ным множеством событий v

µ:

terµ(X) =
⋂

x∈X

xµ

⋂

x∈Xc

xc
µ, X ⊆ X.

В силу конечности «языка событий из v
µ» индивидуальный разум

µ ∈ M не способен во всех мельчайших деталях ω ∈ Ω воспринимать
Ω-бытие. Поэтому µ воспринимает Ω-бытие приближенно с так назы-
ваемой «террасной точностью», которую ему позволяет разреша-
ющая способность «языка событий из v

µ». Иначе говоря, восприятие
индивидуальным разумом µ ∈ M всего Ω-бытия (µ-восприятие Ω-
бытия) всегда ограничено его собственными событиями-террасками:
µ не способен отличить одно э-событие ω ∈ Ω от другого ω′ ∈ Ω, когда
они «попадают» в одно и то же событие-терраску terµ(X). Можно
сказать, что Ω-бытие индивидуальным разумом µ воспринимается
как конечное пространство террасных э-событий

Ωµ = {terµ(X), X ⊆ X},
элементами которого служат события-терраски, порожденные соб-
ственным множеством событий v

µ. При наступлении э-события ω ∈ Ω
индивидуальный разум µ, имея ограниченную разрешающую эвенто-
логическую способность, вынужден считать, что наступает событие-
терраска

ωµ = terµ(X(ω)) ⊆ Ω,
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где
X(ω) = {x ∈ X : ω ∈ xµ} ⊆ X

— подмножество имен тех событий из v
µ, которые наступают при

наступлении ω. Такое восприятие Ω-бытия разумом µ называется
террасным µ-восприятием.

Замечание 5 (о террасном восприятии у|отображений). Террасный
характер восприятия Ω-бытия разумом µ распространяется и на его
восприятие у|отображений в тех ситуациях, когда разуму требует-
ся представить одно событие играющим роль другого события. На-
пример, представить некоторое событие, имеющее ненулевую веро-
ятность, играющим роль Ω-бытия.

Множество событий v
µ разбивает Ω-бытие на собственные для ра-

зума µ события-терраски: Ω =
∑

X⊆X terµ(X). Теми же событиями-
террасками множество событий v

µ разбивает и событие s ∈ F+: s =∑
X⊆X s∩ terµ(X), и его дополнение sc = Ω−s ∈ F+: sc =

∑
X⊆X sc∩

terµ(X). При этом каждое собственное событие-терраска terµ(X), X
⊆ X разбивается на два события:

terµ(X) = s ∩ terµ(X) + sc ∩ terµ(X). (1)

Данное разбиение порождает следующие террасные механизмы при-
ближенного µ-восприятия у|отображений:

fs : s ∩ terµ(X) → terµ(X),

fsc : sc ∩ terµ(X) → terµ(X),

f−1
sc fs : s ∩ terµ(X) → sc ∩ terµ(X).

Определение 1 (у|событие). Пусть s ∈ F+ — событие с ненуле-
вой вероятностью P(s) > 0, а x — произвольное F-измеримое со-
бытие. Условное событие (у|событие) x|s при условии, что s игра-
ет роль Ω, определяется как образ x|s = fs(x ∩ s) события x ∩ s
при у|отображении fs : s → Ω. Условное событие (у|событие)
x|sc при условии, что sc играет роль Ω, определяется как образ
x|sc = fsc(x ∩ sc) события x ∩ sc при у|отображении fsc : sc → Ω.
Условное событие (у|событие) x|(s → sc) при условии, что s играет
роль sc, определяется как образ x|(s → sc) = f−1

sc fs(x ∩ s) собы-
тия x ∩ s при у|отображении f−1

sc fs : s → sc. Условное событие
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(у|событие) x|(sc → s) при условии, что sc играет роль s, опреде-
ляется как образ x|(sc → s) = f−1

s fsc(x ∩ sc) события x ∩ sc при
у|отображении f−1

s fsc : sc → s.
Заметим, что x|s и x|sc следует рассматривать как сокращенные

обозначения для у|события x при условии, что «s → Ω» — «событие
s играет роль Ω»: x|s = x|(s → Ω), и для у|события x при условии,
что «sc → Ω» — «событие sc играет роль Ω»: x|sc = x|(sc → Ω).

Вероятности у|событий определяются следующими формулами:

P(x|s) =
P(x ∩ s)
P(s)

, P(x|sc) =
P(x ∩ sc)
P(sc)

,

P(x|(s → sc)) = P(x ∩ s)
P(sc)
P(s)

= P(x|s)P(sc),

P(x|(sc → s)) = P(x ∩ sc)
P(s)
P(sc)

= P(x|sc)P(s).

Определение 2 (у|событие). Пусть s ∈ F+ и s′ ∈ F+ — два события
с ненулевыми вероятностями P(s) > 0 и P(s′) > 0, а x — произволь-
ное F-измеримое событие. Условное событие (у|событие) x|(s → s′)
при условии, что s играет роль s′, определяется как образ

x|(s → s′) = f−1
s′ fs(x ∩ s)

события x ∩ s при (s, s′)−у|отображении f−1
s′ fs : s → s′. Данное

определение обобщает предыдущее.

6.8 Условные Э-распределения

Рассмотрим вероятностное пространство (Ω, F,P), множество избран-
ных F-измеримых событий X ⊆ F, некоторое F-измеримое событие
s ⊆ Ω, имеющее ненулевую неединичную вероятность: 0 < P(s) < 1,
и два множества событий Xs = {x∩s, x ∈ X}, Xsc = {x∩sc, x ∈ X},
на которые событие s разбивает по Минковскому множество собы-
тий X: X = Xs (+) Xsc = {x∩ s + x∩ sc, x ∈ X}. Множество событий
X разбивает пространство э-событий Ω =

∑
X⊆X ter(X) на события-

терраски
ter(X) =

⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc, X ⊆ X.
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Множества событий Xs и Xsc также разбивают, хотя и каждое по
своему, пространство э-событий

Ω =
∑

X⊆X

ters(X), Ω =
∑

X⊆X

tersc(X)

на собственные события-терраски

ters(X) =
⋂

x∈X

(x ∩ s)
⋂

x∈Xc

(x ∩ s)c,

tersc(X) =
⋂

x∈X

(x ∩ sc)
⋂

x∈Xc

(x ∩ sc)c.

Поскольку все события из Xs содержатся в событии s, а все события
из Xsc — в его дополнении sc = Ω − s, то для любых X 6= ∅ и Y 6=
∅ — события-терраски попарно ters(X) и tersc(Y ) не пересекаются:
ters(X) ∩ tersc(Y ) = ∅. Поэтому

s ∩ ter(X) =

{
ters(X), X 6= ∅,
s ∩ ters(∅), X = ∅,

sc ∩ ter(X) =

{
tersc(X), X 6= ∅,
sc ∩ tersc(∅), X = ∅.

А отсюда9

ter(X) =

{
ters(X) + tersc(X), X 6= ∅,
s ∩ ters(∅) + sc ∩ tersc(∅), X = ∅. (1)

Обозначим
p = {p(X), X ⊆ X},

ps = {ps(X), X ⊆ X}, psc = {psc(X), X ⊆ X}
— Э-распределения множеств событий X, Xs и Xsc соответственно,
где

p(X) = P(ter(X)),

9Любопытно, что s ∩ ters(∅) + sc ∩ tersc (∅) = ters(∅) ∩ tersc (∅).
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ps(X) = P(ters(X)), psc(X) = P(tersc(X)).

В силу (1)

p(X) =

{
ps(X) + psc(X), X 6= ∅,
P(s ∩ ters(∅)) +P(sc ∩ tersc(∅)), X = ∅. (2)

Причем, очевидно, что

P(s ∩ ters(∅)) = P(s)−
∑

X 6=∅
ps(X),

P(sc ∩ tersc(∅)) = P(sc)−
∑

X 6=∅
psc(X).

Определение. Условное Э-распределение множества событий X
при условии, что наступило событие s ∈ F определяется как набор
вероятностей p|s = {p|s(X), X ⊆ X}, где10

p|s(X) =





ps(X)
P(s)

, X 6= ∅,

1− 1− ps(∅)
P(s)

, X = ∅.

Очевидно, что p = p|sP(s) + p|scP(sc). Более того, если множество
событий S ⊆ F образует разбиение Ω =

∑
s∈S s, то справедлива об-

щая «формула полной вероятности»: p =
∑

s∈S p|sP(s), позволяю-
щая представить Э-распределение p в виде взвешенной суммы услов-
ных Э-распределений p|s c весами, равными P(s) — вероятностям
соответствующих событий из S.

10Кстати, заметим, что p|s(∅) = 1− 1−ps(∅)
P(s)

=
ps(∅)−P(sc)

P(s)
.
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6.9 Эвентологическая теорема Байеса

Теорема Байеса11 на практике применяется часто, например, в диа-
гностике, а также в других областях, где имеется множество S ⊆ F

взаимоисключающих событий-гипотез и требуется определить, как
меняются вероятности этих событий-гипотез при условии, что про-
изошло некоторое событие-обстоятельство x ∈ X. Формулы Байе-
са для условных вероятностей событий-гипотез s ∈ S имеют вид:

P(s | x) =
P(x | s)P(s)

P(x)
,

где
P(x) =

∑

s∈S
P(x | s)P(s),

хотя наиболее популярна запись:

P(s | x) =
P(x | s)P(s)∑

s∈S
P(x | s)P(s)

, s ∈ S.

6.9.1 Эвентологические «террасные
формулировки» теоремы Байеса

Эвентологическая теория позволяет «переформулировать» теорему
Байеса в существенно12 более общей форме, во-первых, сняв несу-
щественное и чисто техническое требование взаимоисключаемости
и предположив, что множество событий-гипотез S имеет произволь-
ную структуру, и во-вторых, заменив одно событие-обстоятельство
x ∈ X всем множеством событий-обстоятельств X.

11Байес (Бейес), Томас (Bayes, Thomas, 1702–1761) — английский священник
и математик, член Лондонского королевского общества. Поставил и решил одну
из основных задач элементарной теории вероятностей (теорема Байеса, 1763).
Статью Байеса [103] послал в Королевское общество его друг Ричард Прайс
(Richard Price) в 1763.Пьер Симон Лаплас (Laplace Pierre Simon, 1749–1827), за-
ново переформулировав теорию Байеса, спас ее от забвения и дал новую жизнь.

12С эвентологической точки зрения, разумеется, поскольку предлагаемые тер-
расные формулировки теоремы Байеса непосредственно вводят в формулы про-
извольную структуру зависимости множества событий, о которых идет речь.
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Первая террасная формулировка. Множество событий-ги-
потез S разбивает Ω на взаимоисключающие события-терраски

ter(S) =
⋂

s∈S

s
⋂

s∈Sc

sc, S ⊆ S,

где sc = Ω − s, Sc = S − S, и формулы Байеса принимают более
общий террасный вид :

P(ter(S) | x) =
P(x | ter(S))P(ter(S))

P(x)
, S ⊆ S, (1)

где
P(x) =

∑

S⊆S
P(x | ter(S))P(ter(S)),

и оказывается возможным записать их в виде формул

p|x(S) =
P(x | ter(S))

P(x)
p(S), S ⊆ S,

где
P(x) =

∑

S⊆S
P(x | ter(S)) p(S),

связывающих Э-распределение p = {p(S), S ⊆ S} множества собы-
тий-гипотез S с условным Э-распределением p|x = {p|x(S), S ⊆ S}
множества событий-гипотез S при условии наступления события-
обстоятельства x ∈ X.

Вторая террасная формулировка. Если вместо одного собы-
тия-обстоятельства взять все множество событий-обстоятельств X,
то каждая террасная формула Байеса вида (1) для S ⊆ S «превра-
тится» во множество террасных формул:

p| ter(X)(S) =
P(ter(X) | ter(S))

p∗(X)
p(S), X ⊆ X, (2)

где
p∗(X) =

∑

S⊆S
P(ter(X) | ter(S)) p(S),

связывающих Э-распределение p∗ = {p∗(X), X ⊆ X} множества
событий-обстоятельств X с условными Э-распределениями p| ter(X) =
{p| ter(X)(S), S ⊆ S}, X ⊆ X множества событий-гипотез S при
условии наступления события-терраски ter(X), порожденного мно-
жеством событий-обстоятельств X.
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6.10 Эвентологическая регрессия

Эвентологическая регрессия одного множества титульных событий
X на другое множество титульных событий Y — это зависимость
ϕ, связывающая безымянные события-терраски ter(X), X ⊆ X, с
безымянными событиями-террасками ter(Y ), Y ⊆ Y:

ter(Y ) = ϕ(ter(Y )), X ⊆ X.

Поскольку собственных имен у событий-террасок нет, и разумный
субъект имеет к ним лишь косвенный «доступ» через логические
комбинации собственных имен титульных событий, которые их по-
рождают, то роль собственных имен для событий-террасок ter(X)
исполняют подмножества X ⊆ X титульных событий13, которыми
события-терраски занумерованы. Таким образом, для разумного субъ-
екта безымянное событие-терраска

ter(X)

«скрывается» за подмножеством титульных событий

X ⊆ X,

а зависимость ϕ между безымянными событиями-террасками

ter(Y ) = ϕ(ter(X))

«скрывается» за зависимостью между соответствующими подмно-
жествами титульных событий:

Y = ϕ(X).

При фиксированной метрике ρ на 2X × 2X функция теорети-
ческой эвентологической регрессии определяется способом, вполне
аналогичным классическому:

Eρ(Y, ϕ(X)) → min
ϕ

.

13Иначе говоря, — подмножества собственных имен, соответствующие подмно-
жествам титульных событий.
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Рис. 6.4. Диаграмма Венна совместного Э-распределения множества событий
X + Y. Вертикальные прямоугольники — события-терраски ter(X), X ⊆ X, го-
ризонтальные — события-терраски ter(Y ), Y ⊆ Y; темными кружками показан
«Э-график» функции теоретической эвентологической регрессии: Y = ϕ(X).

Если
ρ(Y, ϕ(X)) = ρα(Y, ϕ(X)),

то функция теоретической эвентологической регрессии имеет вид

ϕ(X) = Qα(Y |ter(X))

— условного эвентологического сет-квантиля порядка α, где

Qα(Y |ter(X)) = {y : P(y|ter(X)) ≥ α}
— подмножества титульных событий y ∈ Y , условные вероятности
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Рис. 6.5. Диаграмма Венна совместного Э-распределения множества событий
X + Y. Вертикальные прямоугольники — события-терраски ter(X), X ⊆ X, го-
ризонтальные — события-терраски ter(Y ), Y ⊆ Y; темными кружками показан
«Э-график» функции теоретической эвентологической регрессии: ψ(Y ) = X.

которых не меньше α. В этих обозначениях

ter(Qα(Y |ter(X))) = ϕ(ter(X)).

Аналогичным образом при фиксированной метрике ρ на 2X × 2X

определяется еще одна функция теоретической эвентологической
регрессии:

Eρ(ψ(Y ), X) → min
ψ

,

описывающая зависимость ψ между безымянными событиями-террас-
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ками вида
ψ(ter(Y )) = ter(X)

а также дуальным образом — зависимость между соответствующи-
ми подмножествами титульных событий:

ψ(Y ) = X.

6.10.1 Некоторые вопросы по эвентологической регрессии

• При каких условиях две функции Э-регрессии

ϕ : 2X → 2Y ,

и
ψ : 2Y → 2X

взаимно обратны: ψ = ϕ−1, ϕ = ψ−1 ? Иначе говоря,

ψ(ϕ(X)) = X, X ⊆ X

или
Y = ϕ(ψ(Y )), Y ⊆ Y.

• Какой характер зависимости определяется условием взаимной
обратности двух функций теоретической эвентологической ре-
грессии: ψ = ϕ−1 ?

• Можно ли определить некий новый тип зависимости условием:
ψ = ϕ−1 ?

• Для каких параметров α ∈ [0, 1] возможно корректно опреде-
лить типы α-зависимости условием: ψα = ϕ−1

α ?

6.10.2 Эвентологическое регрессионное отношение

Пусть
p(X, Y ) = P(ter(X) ∩ ter(Y )), X ⊆ X, Y ⊆ Y,

— совместное Э-распределение двух множеств титульных событий X
и Y.
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Эвентологическим регрессионным отношением порядка α ∈ [0, 1]
двух множеств титульных событий X и Y называется безымянное со-
бытие

Rα(X,Y) =
⋃

X,Y :p(X,Y )≥α

(ter(X) ∩ ter(Y )) ⊆ Ω,

составленное из пересечений безымянных событий-террасок, порож-
денных множествами X и Y соответственно, c вероятностями пере-
сечений, не меньшими α.

Эвентологическое регрессионное отношение определяет два клас-
са своих проекций — на подмножества X ⊆ X:

Rα(Y|X) =
⋃

Y :p(Y |X)≥α

(ter(X) ∩ ter(Y )) ⊆ Ω, X ⊆ X,

и на подмножества Y ⊆ Y:

Rα(X|Y ) =
⋃

X:p(X|Y )≥α

(ter(X) ∩ ter(Y )) ⊆ Ω, Y ⊆ Y.

Можно определить два семейства эвентологических регрессион-
ных отношений условиями:

Rα(X,Y) =
⋃

X⊆X

Rα(Y|X),

Rα(X,Y) =
⋃

Y⊆Y
Rα(X|Y ),

и третье семейство, для которого выполнено оба условия.

6.11 Заключение

Тема затронутая в главе пока представляется безграничной, то, что
изложено, — всего лишь краткое введение в эту фундаментальную
область эвентологии, где изучаются структуры статистических и сет-
функциональных зависимостей между множествами событий. Эвен-
тологический анализ зависимости событий продолжается в последу-
ющих главах при рассмотрении теоретических и прикладных задач.
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Глава 7
ПАРУС И ВЕТЕР ФРЕШЕ

Предлагается многомерное обобщение неравенств Фре-
ше для вероятности пересечения событий и для арной
ковариации множества событий. Вводится новое понятие
арной корреляции Фреше случайных событий, определя-
емое как арная ковариация, нормированная границами
Фреше. Обсуждаются понятия паруса и ветра Фреше [29]
и приводятся абсолютные неравенства для арной ковари-
ации множества событий.

7.1 Введение

Рассматривается скорее всего ранее не встречавшаяся в литературе
нормированная мера взаимозависимости случайных событий, значе-
ния которой не выходят за пределы интервала [−1, 1] и достигают
его границ всякий раз, когда ковариация событий достигает наибо-
лее или наименее возможного для неё значения среди всех значений,
разрешенных данными вероятностями этих событий. Предлагается
назвать эту меру арной корреляцией Фреше1, поскольку в основу её
определения положены неравенства, ограничивающие снизу и свер-
ху вероятность пересечения произвольного множества событий, ко-
торые очевидным образом обобщают известные неравенства Фреше
для вероятности пересечения двух событий.

1Фреше, Морис Рене (Fréchet, Maurice René, 1878–1973) — французский ма-
тематик, основные труды по топологии и функциональному анализу. Ввел со-
временные понятия метрического пространства, компактности, полноты и др.
Работал также в области теории вероятностей.
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7.2 Неравенства Фреше
для вероятности пересечения событий

Неравенства Фреше скорее известны [140] как неравенства для функ-
ции распределения F (u, v), u, v ∈ R, двумерного случайного вектора
ξ = (ξ1, ξ2):

max
{

0, F1(u) + F2(v)− 1
}
≤ F (u, v) ≤ min

{
F1(u), F2(v)

}
, (1)

ограничивающие её сверху и снизу так называемыми границами Фре-
ше, которые выражаются через индивидуальные функции распреде-
ления: F1(x) и F2(y) компонент случайного вектора — случайных
величин ξ1 и ξ2 соответственно.

В основе неравенств Фреше (1) лежат более фундаментальные
неравенства для вероятности пересечения двух событий x и y из
алгебры некоторого вероятностного пространства (Ω, F,P):

max
{

0, P(x)+P(y)− 1
}
≤ P(x∩ y) ≤ min

{
P(x), P(y)

}
, x, y ∈ F.

(0)
Эквивалентность этих двух видов неравенств Фреше сразу следует
из определения функции распределения, если в качестве событий x

и y взять события вида x =
{

ξ1 < u
}

, y =
{

ξ2 < v
}

. Правое
неравенство в (0) совершенно очевидно, а левое следует из того, что

P(x) +P(y)− 1 ≤ P(x) +P(y)−P(x ∪ y) = P(x ∩ y).

7.3 Неравенства Фреше
для ковариации событий

Поскольку парная ковариация событий x и y из алгебры F определя-
ется как величина Kovxy = P(x∩y)−P(x)P(y), которая выражается
через вероятность их пересечения и индивидуальные вероятности,
то неравенства Фреше для вероятности пересечения событий влекут
аналогичные неравенства для ковариации:

max
{

0, P(x) +P(y)− 1
}
−P(x)P(y) ≤ Kovxy ≤

≤ min
{
P(x), P(y)

}
−P(x)P(y). (2′)
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Простые2 преобразования позволяют получить из (2’) более симмет-
ричный вид:

−min
{
P(x)P(y), P(xc)P(yc)

}
≤ Kovxy ≤

≤ min
{
P(x)P(yc), P(xc)P(y)

}
. (2)

7.4 Неравенства Фреше для вероятности
пересечения множества событий

Рассмотрим три события x, y и z из алгебры F и попытаемся найти
правую и левую границу Фреше для вероятности их тройного пересе-
чения P(x∩y∩z). Вид правой границы Фреше очевиден, поскольку:

P(x ∩ y ∩ z) ≤ min
{
P(x), P(y), P(z)

}
,

а левая граница Фреше на основании неравенства (0) для двух со-
бытий x ∩ y и z может быть записана в виде:

max
{

0, P(x ∩ y) +P(z)− 1
}
≤ P(x ∩ y ∩ z).

Применяя ещё раз к вероятности пересечения P(x ∩ y) неравенство
(0), получим

max
{

0, P(x ∩ y) +P(z)− 1
}
≥

≥ max
{

0, max
{

0, P(x) +P(y)− 1
}

+P(z)− 1
}

=

= max
{

0, max
{
P(z)− 1, P(x) +P(y) +P(z)− 2

}}
=

= max
{

0, P(x) +P(y) +P(z)− 2
}

,

где последний переход объясняется тем, что всегда P(z)− 1 ≤ 0. Та-
ким образом, неравенства Фреше для вероятности пересечения трёх
событий имеют вид

max
{

0, P(x) +P(y) +P(z)− 2
}
≤ P(x ∩ y ∩ z) ≤

2Если преобразования справа очевидны, то преобразования слева следуют из
очевидного тождества: P(x) +P(y)− 1−P(x)P(y) ≡ −P(xc)P(yc).
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≤ min
{
P(x), P(y), P(z)

}
, (3)

на основании которого можно сделать предположение о виде нера-
венств Фреше для вероятности пересечения произвольного множе-
ства событий X ⊆ F:

max

{
0,

∑

x∈X

P(x)− |X|+ 1

}
≤ P

( ⋂

x∈X

x

)
≤ min

x∈X
P(x), (4)

чтобы доказать их индукцией по мощности |X| множества событий
X.

Не будем делать полагающегося здесь индукционного перехода, а
заменим его одним замечанием, которое хотя и не доказывает нера-
венства Фреше для вероятности пересечения множества событий, но
делает их ещё более правдоподобными.

Во-первых, левая граница Фреше в неравенстве, которое превра-
щается в равенство для вероятности «пересечения одного события»,
имеет очевидный вид

max
{

0, 1−P(xc)
}

= 1−P(xc) = P(x). (5)

Во-вторых, заметим, что левые границы Фреше в (2) и (3) можно
переписать в эквивалентных видах

max{0, 1−P(xc)−P(yc)} ≤ P(x ∩ y), (6)

max{0, 1−P(xc)−P(yc)−P(zc)} ≤ P(x ∩ y ∩ z). (7)

Учитывая (5), (6) и (7), легко предположить, что для вероятности
пересечения произвольного множества событий левая граница имеет
вид

max

{
0, 1−

∑

x∈X

P(xc)

}
≤ P

( ⋂

x∈X

x

)
, (8′)

который эквивалентен виду левой границы в (4), поскольку

1−
∑

x∈X

P(xc) =
∑

x∈X

P(x)− |X|+ 1.
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Таким образом, неравенства Фреше (4) для вероятности пересечения
произвольного множества событий можно записать ещё и в виде:

max

{
0, 1−

∑

x∈X

P(xc)

}
≤ P

( ⋂

x∈X

x

)
≤ min

x∈X
P(x), X ⊆ F. (8)

7.5 Неравенства Фреше
для вероятности объединения событий

Неравенствам Фреше (8) для вероятности пересечения произвольно-
го множества событий очевидным образом соответствуют неравен-
ства Фреше для вероятности объединения произвольного множества
событий X ⊆ F:

max
x∈X

P(x) ≤ P

( ⋃

x∈X

x

)
≤ min

{
1,

∑

x∈X

P(x)

}
, (8′′)

которые мгновенно получаются из (8), если воспользоваться извест-
ным теоретико-множественным соотношением

⋂

x∈X

xc =

( ⋃

x∈X

x

)c

.

7.6 Неравенства Фреше для арной ковариации

Арная ковариация множества событий X ⊆ F определяется как ве-
личина

KovX = P

( ⋂

x∈X

x

)
−

∏

x∈X

P(x).

Из (8) получаем неравенства Фреше для арной ковариации произ-
вольного множества событий X ⊆ F:

max

{
−

∏

x∈X

P(x), 1−
∑

x∈X

P(xc)−
∏

x∈X

P(x)

}
≤ KovX ≤

≤ min
x∈X

P(x)−
∏

x∈X

P(x), (9′)



136 Эвентология

которые запишем окончательно так:

−min

{ ∏

x∈X

P(x),
∏

x∈X

P(x) +
∑

x∈X

P(xc)− 1

}
≤

≤ KovX ≤ min
x∈X

P(x)−
∏

x∈X

P(x). (9)

Введем обозначения

F−X = min

{ ∏

x∈X

P(x),
∏

x∈X

P(x) +
∑

x∈X

P(xc)− 1

}
,

min
x∈X

P(x)−
∏

x∈X

P(x) = F+
X ,

в которых неравенство (9) перепишется в виде

−F−X ≤ KovX ≤ F+
X . (9′′)

Назовем −F−X левой, а F+
X — правой границей Фреше для ковариации

произвольного множества событий X ⊆ F.

7.7 Арная корреляция Фреше
случайных событий

Определим арную корреляцию Фреше произвольного множества со-
бытий X ⊆ F как величину

KorX =

{
KovX /F+

X , KovX ≥ 0,

KovX /F−X , KovX ≤ 0.

Свойство 1. Отметим, что арная корреляция Фреше произвольно-
го множества событий X ⊆ F всегда лежит в интервале [−1, 1]:

−1 ≤ KorX ≤ 1

в силу неравенств Фреше и своего определения.
Свойство 2. Кроме того, KorX = 0 всякий раз, когда множество

событий X арно независимо.
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Свойство 3. Если X состоит из двух событий x и y, то

Korxy =

{
1, когда x ⊆ y или y ⊆ x,

−1, когда x ∩ y = ∅.

Если P(z) = 0 ⇐⇒ z = ∅ для любого события z ∈ F , то верны
обратные утверждения:

Korxy = 1 =⇒ x ⊆ y или y ⊆ x,

Korxy = −1 =⇒ x ∩ y = ∅.
Свойство 4 (необходимое и достаточное условие максимума арной

корреляции Фреше).

KorX = 1 ⇐⇒
( ⋂

x∈X

x

)
∈ X.

Свойство 5 (необходимое и достаточное условие минимума арной
корреляции Фреше).

KorX = −1 ⇐⇒





⋂

x∈X

x = ∅, если
∑

x∈X

P(xc) ≥ 1,

⋂

x∈X

x = Ω \
∑

x∈X

xc, если
∑

x∈X

P(xc) < 1.

7.8 Симплекс распределений двух событий
и его проекция на плоскость

Рассмотрим вероятностное пространство (Ω, F,P) и два события x
и y из его алгебры F. Распределением вероятностей двух событий
x, y ∈ F, как известно [3], называется четверка вероятностей:

(
P(xc ∩ yc), P(x ∩ yc), P(xc ∩ y), P(x ∩ y)

)
. (1)

Под симплексом вероятностных распределений двух событий пони-
мается множество всех вероятностных распределений двух событий,
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изоморфное трехмерному симплексу $3 в четырехмерном простран-
стве R4, вершины которого соответствуют вырожденным распреде-
лениям:

(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1).

xc ∩ y

xc ∩ yc x ∩ yc

x ∩ y

Рис. 7.1. Проекция симплекса Э-распределений двух событий x и y изR4 на плос-
кость. Седлообразная поверхность — образ подмножества независимо-точечных
Э-распределений (парус Фреше); пунктирный отрезок — ветер Фреше. Точка ¯
в центре симплекса соответствует равномерному Э-распределению двух событий

{1/4, 1/4, 1/4, 1/4}.

Для независимых событий x и y вероятностное распределение
определяется двумя параметрами, например их индивидуальными
вероятностями P(x) и P(y):

P(xc ∩ yc) = (1−P(x))(1−P(y)), P(x ∩ y) = P(x)P(y),

P(x ∩ yc) = P(x)(1−P(y)), P(xc ∩ y) = (1−P(x))P(y).
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Множество всех вероятностных распределений двух независимых со-
бытий — это двумерное подмножество симплекса $3, которое имеет
седлообразную форму (рис. 1).

Для произвольных событий x и y вероятностное распределение
определяется тремя параметрами, например их индивидуальными
вероятностями P(x) и P(y) и ковариацией Kovxy:

P(xc∩yc) = (1−P(x))(1−P(y))+Kovxy, P(x∩y) = P(x)P(y)+Kovxy,

P(x∩yc) = P(x)(1−P(y))−Kovxy, P(xc∩y) = (1−P(x))P(y)−Kovxy .

На рис. 7.1 событием xc ∩ yc обозначена вершина (1, 0, 0, 0) ∈ R4,
соответствующая вырожденному Э-распределению P(xc ∩ yc) = 1,
событием x ∩ yc — вершина (0, 1, 0, 0) ∈ R4, событием xc ∩ y —
вершина (0, 0, 1, 0) ∈ R4, событием x ∩ y — вершина (0, 0, 0, 1) ∈
R4. Седлообразная поверхность в симплексе — образ множества Э-
распределений независимых событий — парус Фреше, соответствую-
щий нулевой корреляции Фреше. Точка ¯ в центре симплекса соот-
ветствует равномерному Э-распределению (1/4, 1/4, 1/4, 1/4) ∈ R4.
Ветру Фреше при фиксированных индивидуальных вероятностях
P(x) = 1/2, P(y) = 1/2 соответствует отрезок, показанный тонким
пунктиром, проходящим через центр симплекса.

7.9 Распределения двух событий
с заданной парной корреляцией Фреше

Из определения арной корреляции Фреше получаем, что

KovX =

{
KorX · F+

X , KorX ≥ 0,

KorX · F−X , KorX ≤ 0.

Обозначим

FX =

{
F+

X KorX ≥ 0,

F−X KorX ≤ 0.

Тогда распределение двух событий x и y с парной корреляцией Фре-
ше Korxy определяется формулами

P(xc ∩ yc) = (1−P(x))(1−P(y)) + Korxy · Fxy,
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P(x ∩ y) = P(x)P(y) + Korxy · Fxy,

P(x ∩ yc) = P(x)(1−P(y))− Korxy · Fxy,

P(xc ∩ y) = (1−P(x))P(y)− Korxy · Fxy.

Рис. 7.2. Паруса Фреше — классы Э-распределений двух событий x и y с фикси-
рованными парными корреляциями Фреше: −1, −0.5, 0, 0.5 и 1 (слева направо).

Множество вероятностных распределений двух событий с фик-
сированной парной корреляцией Фреше — это двумерное подмноже-
ство симплекса $3, которое напоминает седлообразную поверхность
(рис. 7.2) тем сильнее, чем меньше абсолютная величина парной кор-
реляции Фреше.

7.10 Парус и ветер Фреше

Распределение вероятностей произвольного множества событий X ⊆
F определяется набором вероятностей

P

( ⋂

x∈Y

x

)
, Y ⊆ X,

каждую из которых можно выразить через индивидуальные веро-
ятности событий и соответствующую арную корреляцию Фреше по
формуле

P

( ⋂

x∈Y

x

)
=

∏

x∈Y

P(x) + KorY FY , Y ⊆ X,
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где FY — границы Фреше для вероятности пересечения множества
событий Y , которые в свою очередь также полностью определяются
индивидуальными вероятностями событий из Y .

Таким образом, распределение вероятностей множества событий
X полностью определяется двумя множествами параметров: множе-
ством индивидуальных вероятностей: P(x), x ∈ X, и множеством
арных корреляций Фреше: KorY , Y ⊆ X. Фиксирование значений
параметров из первого или второго множества определяет классы
распределений, которые заслуживают имен собственных. Назовем
парусом Фреше класс распределений множества событий X ⊆ F с
фиксированными арными корреляциями Фреше: KorY , Y ⊆ X, а
ветром Фреше — класс распределений множества событий X ⊆ F

с фиксированными индивидуальными вероятностями P(x), x ∈ X.
Для двух событий паруса Фреше для различных фиксированных
парных корреляций Фреше изображены на рис. 7.1 и 7.2. Каждо-
му ветру Фреше для двух событий соответствует отрезок прямой в
симплексе распределений, вдоль которых изменяются паруса Фре-
ше, когда парная корреляция Фреше меняется в пределах от −1 до
+1.

7.11 Арная ковариация множества событий
и абсолютные неравенства

Рассмотрим вероятностное пространство (Ω, F,P) и определим ар-
ную ковариацию множества событий X ⊆ F как величину

KovX = P

( ⋂

x∈X

x

)
−

∏

x∈X

P(x).

Известно, что парная ковариация двух событий x и y из алгебры F

удовлетворяет так называемым абсолютным неравенствам3:

−1/4 ≤ Kovxy ≤ 1/4, (1)

3Абсолютными называются неравенства для ковариации множества событий,
значения границ которых зависят только от количества событий в этом множе-
стве, но не от вероятностей событий.
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которые легко следуют из неравенств Фреше для парной ковариа-
ции:

−min
{
P(x)P(y), P(xc)P(yc)

}
≤ Kovxy ≤

≤ min
{
P(x)P(yc), P(x)P(yc)

}
. (2)

Неравенства (1) можно обобщить, если воспользоваться неравенства-
ми Фреше для ковариации множества событий X ⊆ F, которые име-
ют вид:

−min

{ ∏

x∈X

P(x),
∏

x∈X

P(x) +
∑

x∈X

P(xc)− 1

}
≤ KovX ≤

≤ min
x∈X

P(x)−
∏

x∈X

P(x). (3)

Лемма. Для арной ковариации множества событий X ⊆ F мощ-
ности n = |X| справедливы абсолютные неравенства:

−(1− 1/n)n ≤ KovX ≤ (1− 1/n)(1/n)1/(n−1). (4)

Запишем неравенства Фреше (3) для ковариации множества со-
бытий X в виде

−F−X ≤ KovX ≤ F+
X .

Следствие. Предельные значения границ в абсолютных неравен-
ствах Фреше для ковариации множества событий, мощность ко-
торого неограниченно возрастает: |X| → ∞, имеют вид

lim
|X|→∞

F−X = 1/e, lim
|X|→∞

F+
X = 1. (4′)

7.12 Заключение

Абсолютные неравенства Фреше могут быть использованы в теории
распределений множеств случайных событий, особенно при иссле-
довании так называемых фантомных распределений. Неравенства
Фреше нашли также свое применение в эвентологической теории
нечетких событий, поскольку в эвентологии нечеткое событие опре-
деляется как множество обычных колмогоровских событий.



Глава 8
ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКИЕ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Предлагается «альбом» эвентологических распределений
(Э-распределений), включающий метрические Э-распределе-
ния, а также вновь введенные два дискретных многомерных
распределения: биномиальное и пуассоновское, которые зано-
во определены эвентологически и существенно отличаются от
тех, которые в классической теории вероятностей принято счи-
тать многомерными обобщениями биномиального и пуассонов-
ского распределения.

8.1 Введение

Известно уже достаточно много различных распределений случай-
ных множеств событий:

• равномерное,
• слойно равномерное,
• равномощное равномерное,
• независимое (независимо-точечное, точечно зависимое),
• n-зависимое,
• кусочно зависимое,
• метрическое

и др. В главе фрагментарно рассматриваются свойства некоторых из
этих Э-распределений, а также их основные характеристики. Изло-
жение ведется в основном на языке случайных конечных абстракт-
ных множеств, элементами которых могут быть и колмогоровские
события.
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8.2 Равномерные Э-распределения

Определение. Равномерным случайным множеством называется слу-
чайное множество K под конечным множеством X, распределение ве-
роятностей которого имеет вид p(X) = P(K = X) = 1/2N , X ∈ 2X,
где N = |X| — мощность конечного множества X.

Типичное толкование. Равномерное случайное множество равно-
вероятно на 2X — все возможные значения равномерного случайного
множества, иными словами, все подмножества конечного множества
X, равновероятны. Дополнение равномерного случайного множества
— равномерное случайное множество.

Распределение дополнения Kc = X−K:

q(X) = P(Kc = X) = 1/2N , X ∈ 2X.

Распределение подвероятностей пересечений:

pX = P(K ⊆ X) = 2|X|/2N = 2−|X
c|, X ∈ 2X.

Распределение надвероятностей пересечений:

pX = P(X ⊆ K) = 2|X
c|/2N = 2−|X|, X ∈ 2X,

Распределение вероятностей объединений:

u(X) = P(K 6= Xc) = 1− 2−N , X ∈ 2X.

Распределение подвероятностей объединений:

uX = P(K 6⊆ Xc) = 1− 2−|X|, X ∈ 2X.

Распределение надвероятностей объединений:

uX = P(Xc 6⊆ K) = 1− 2−|X
c|, X ∈ 2X.

Распределение мощности

pm
X = P(|K| = m) =

Cm
N

2N
, m = 0, . . . , N.

Среднее число элементов

E|K| =
∑

X∈2X

|X|p(X) =
N∑

m=0

mpm
X = N/2.
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Среднее число подмножеств

E2|K| =
∑

X∈2X

pX =
∑

X∈2X

2|X|p(X) =
N∑

m=0

2mpm
X = (3/2)N .

Среднее число надмножеств

E2|K
c| =

∑

X∈2X

pX =
∑

X∈2X

2|X
c|p(X) =

N∑
m=0

2N−mpm
X = (3/2)N .

8.3 Слойно равномерные Э-распределения

Различая подмножества X по их мощности, все множество 2X можно
разбить на непересекающиеся подмножества 2X =

∑N
m=0 Cm

X , кото-
рые называются m-слоями и определяются как множества m-подмно-
жеств конечного множества X: Cm

X =
{
X ∈ 2X : |X| = m

}
.

Определение. Слойно равномерным случайным множеством на-
зывается случайное множество K под конечным множеством X, рас-
пределение вероятностей которого имеет вид

p(X) = P(K = X) =
p
|X|
X

C
|X|
N

, X ∈ 2X,

или то же самое в других обозначениях:

p(X) = P(K = X) =
pm

X

Cm
N

, X ∈ Cm
X , m = 0, . . . , N,

где N = |X| — мощность конечного множества X, а

pm
X = P (K ∈ Cm

X ) = P(|K| = m), m = 0, . . . , N,

— распределение вероятностей целочисленной случайной величины
|K| — мощности случайного множества K.

Типичное толкование. Слойно равномерное случайное множество
равновероятно внутри каждого слоя, а распределение вероятностей
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между слоями определяется распределением вероятностей его мощ-
ности. Дополнение слойно равномерного случайного множества —
слойно равномерное случайное множество.

Распределение дополнения Kc = X−K:

q(X) = P (Kc = X) =
q
|X|
X

C
|X|
N

=
p
|Xc|
X

C
|X|
N

= P (K = Xc) , X ∈ 2X.

или в других обозначениях:

q(X) = P(Kc = X) =
qm
X

Cm
N

=
pN−m

X

Cm
N

= P (K = Xc) , X ∈ Cm
X ,

где m = 0, . . . , N , а

qm
X = P (Kc ∈ Cm

X ) = P(|Kc| = m) = P(|K| = N −m) = pN−m
X ,

где m = 0, . . . , N , — распределение вероятностей целочисленной слу-
чайной величины |Kc| — мощности случайного множества Kc.

Распределение подвероятностей пересечений:

pX =
∑

B⊆X

p
|B|
X

C
|B|
N

=
|X|∑

m=0

pm
X

Cm
N

Cm
|X| =

=
1

C
|X|
N

|X|∑
m=0

pm
X C

|X|−m
N−m =

1

C
|X|
N

EC
|Xc|
|Kc| , X ∈ 2X,

где
EC

|X|
|K| =

∑

Y ∈2X

C
|X|
|Y | p(Y )

— математическое ожидание случайной величины C
|X|
|K| — биноми-

альный момент порядка |X| мощности |K| случайного множества
K.

Распределение надвероятностей пересечений:

pX =
∑

X⊆B

p
|B|
B

C
|B|
N

=
N∑

m=|X|

pm
X

Cm
N

CN−m
N−|X| =
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=
1

C
|X|
N

N∑

m=|X|
pm

X C |X|m =
1

C
|X|
N

EC
|X|
|K| , X ∈ 2X.

Распределение мощности:

pm
X = P(|K| = m), m = 0, . . . , N.

Среднее число элементов:

E|K| =
∑

X∈2X

|X|p(X) =
N∑

m=0

mpm
X .

Среднее число подмножеств:

E2|K| =
N∑

m=0

ECm
|K| =

∑

X∈2X

pX =
∑

X∈2X

2|X|p(X) =
N∑

m=0

2mpm
X .

Среднее число надмножеств:

E2|K
c| =

N∑
m=0

ECm
|Kc| =

∑

X∈2X

pX =
∑

X∈2X

2|X
c|p(X) =

N∑
m=0

2N−mpm
X .

8.4 Равномощные равномерные распределения

1. Распределение надвероятностей пересечений. Ясно, что если слу-
чайные множества постоянной мощности имеют равномерное рас-
пределение на своем слое, то надвероятности множеств одинаковой
мощности равны между собой. Действительно, надвероятности мо-
ноплетов {x} равны:

P(x ∈ K(m)) =
∑

x∈X

p(X,m) =
∑

x∈X

1
Cm

N

=
Cm−1

N−1

Cm
N

=
m

N
.

Надвероятности дуплетов {x, y} равны:

P({x, y} ⊆ K(m)) =
∑

{x,y}⊆X

p(X, m) =
Cm−2

N−2

Cm
N

=
m(m− 1)
N(N − 1)

.
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Надвероятности подмножеств Xs мощности s ¿ m равны

P(Xs ⊆ K(m)) =
∑

Xs⊆X

p(X, m) =
Cm−s

N−s

Cm
N

=
m(m− 1) · · · (m− s + 1)
N(N − 1) · · · (N − s + 1)

,

в частности, когда s = m

P(Xm ⊆ K(m)) =
1

Cm
N

.

Для s > m надвероятности подмножеств мощности s равны нулю.
2. Распределение подвероятностей пересечений. Также ясно, что

если случайные множества постоянной мощности имеют равномер-
ное распределение на своем слое, то подвероятности множеств одина-
ковой мощности равны между собой. Подвероятности подмножеств
Xs мощности s À m равны

P(K(m) ⊆ Xs) =
∑

X⊆Xs

p(X,m) =
Cm

s

Cm
N

=

=
(N −m)(N −m− 1) · · · (N −m− s + 1)

N(N − 1) · · · (N − s + 1)
,

в частности, когда s = m

P(K(m) ⊆ Xm) =
1

Cm
N

.

Для s < m подвероятности подмножеств мощности s равны нулю.

8.5 Независимые (независимо-точечные)
случайные множества событий

Определение.Независимым (независимо-точечным) случайным мно-
жеством называется случайное множество K под конечным множе-
ством событий X, независимых в совокупности, его распределение
вероятностей имеет вид

p(X) = P(K = X) =
∏

x∈X

P(x)
∏

x∈Xc

P(xc), X ∈ 2X,
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где xc = Ω− x — дополнение события x до Ω, Xc = X−X — допол-
нение множества событий X до X.

Типичное толкование. Значениями независимого случайного мно-
жества K служат подмножества X ⊆ X наступивших событий, неза-
висимых в совокупности X. Дополнение независимого случайного
множества Kc = X−K — независимое случайное множество.

Распределение дополнения Kc = X−K:

q(X) = P(Kc = X) =
∏

x∈X

P(xc)
∏

x∈Xc

P(x), X ∈ 2X.

Распределение подвероятностей пересечений:

pX = P(K ⊆ X) =
∏

x∈Xc

P(xc), X ∈ 2X.

Распределение надвероятностей пересечений:

pX = P(X ⊆ K) =
∏

x∈X

P(x), X ∈ 2X,

Распределение вероятностей объединений:

u(X) = P(K 6= Xc) = 1−
∏

x∈Xc

P(x)
∏

x∈X

P(xc), X ∈ 2X.

Распределение подвероятностей объединений:

uX = P(K 6⊆ Xc) = 1−
∏

x∈X

P(xc), X ∈ 2X.

Распределение надвероятностей объединений:

uX = P(Xc 6⊆ K) = 1−
∏

x∈Xc

P(x), X ∈ 2X,

Среднее число событий:

E|K| =
∑

X∈2X

|X|p(X) =
∑

x∈X

P(x).
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Среднее число подмножеств событий:

E2|K| =
∑

X∈2X

pX =
∏

x∈X

(1 + P(x)).

Среднее число надмножеств событий:

E2|K
c| =

∑

X∈2X

pX =
∏

x∈X

(2−P(x)).

8.6 Кусочно зависимые Э-распределения

Определение (кусочно-зависимые Э-распределения). Пусть

X = X1 + . . . + Xn =
n∑

i=1

Xi ⊆ F

— разбиение конечного множества X на n непересекающихся под-
множеств F-измеримых событий. Случайное множество событий

K : (Ω, F,P) →
(
2X, 22X

)

называется кусочно-зависимым случайным множеством событий
относительно заданного разбиения X, если

K = K1 + . . . + Kn =
n∑

i=1

Ki

и его Э-распределение имеет вид

p(X) = P(K = X) =
n∏

i=1

pi(X ∩ Xi), X ⊆ X,

где
Ki : (Ω, F,P) →

(
2Xi , 22Xi

)
, i = 1, . . . , n,

— непересекающиеся случайные множества событий с Э-распределе-
ниями

pi(X) = P(Ki = X), X ⊆ Xi, i = 1, . . . , n.
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Типичное толкование. Кусочно-зависимое случайное множество
событий K представимо в виде объединения «независимых в сово-
купности» и непересекающихся случайных множеств событий, зна-
чения каждого из которых Ki не выходят за пределы соответствую-
щего фрагмента Xi разбиения множества событий X.

Замечание 1. Поскольку Э-распределение каждого Ki определя-
ется не более, чем 2|Xi| − 1 вероятностью событий-террасок, а ве-
роятности из Э-распределения кусочно-зависимого случайного мно-
жества событий K представимы в виде произведений вероятностей
из Э-распределений Ki, то Э-распределение K определяется не бо-
лее чем

∑n
i=1

(
2|Xi| − 1

)
вероятностями событий-террасок, что может

быть существенно меньше 2|X| — числа вероятностей в Э-распределе-
нии произвольного случайного множества событий под X.

Замечание 2. В частности, когда Xi = {xi}, i = 1, . . . , n — мо-
ноплеты событий, кусочно-зависимое случайное множество K имеет
так называемое независимо-точечное Э-распределение, т.е. все его
2n вероятностей определяются n вероятностями событий x ∈ X по
известным формулам:

p(X) =
∏

x∈X

P(x)
∏

x∈Xc

P(xc), X ⊆ X.

Распределение дополнения Kc = X−K:

q(X) = P(Kc = X) =
n∏

i=1

P(Kc
i = X ∩ Xi) =

n∏

i=1

qi(X ∩ Xi), X ∈ 2X,

где Kc
i = Xi − Ki — дополнения до Xi, а qi — Э-распределения Kc

i

под Xi.
Распределение подвероятностей пересечений:

pX = P(K ⊆ X) =
n∏

i=1

P(Ki ⊆ X ∩ Xi) =
n∏

i=1

pX∩Xi
i , X ∈ 2X.

Распределение надвероятностей пересечений:

pX = P(X ⊆ K) =
n∏

i=1

P(X ∩ Xi ⊆ Ki) =
n∏

i=1

pi
X∩Xi

, X ∈ 2X.
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Распределение мощности:

P(|K| = m) =
∑

m1+...+mn=m

n∏

i=1

P(|Ki| = mi), m = 0, . . . , N.

Среднее число элементов:

E|K| =
∑

x∈X

px =
n∑

i=1

∑

x∈Xi

pi
x =

n∑

i=1

E|Ki|.

Среднее число подмножеств:

E2|K| = E2|K1|+...+|Kn| = E
n∏

i=1

2|Ki| =
n∏

i=1

E2|Ki| =
n∏

i=1

∑

X⊆Xi

pi
X .

Среднее число надмножеств:

E2|K
c| = E2|K

c
1 |+...+|Kc

n| = E
n∏

i=1

2|K
c
i | =

n∏

i=1

E2|Ki| =
n∏

i=1

∑

X⊆Xi

pXc

i .

8.7 n-зависимые Э-распределения

Рассматривается класс Э-распределений множеств событий, которые
максимизируют энтропию при определенных ограничениях. Рассмат-
ривается связь этих Э-распределений с мультковариациями собы-
тий. Пусть (Ω, F,P) — вероятностное пространство, а X ⊆ F — ко-
нечное множество F-измеримых событий. Под энтропией случайного
множества наступающих событий K : (Ω, F,P) →

(
2X, 22X

)
, равно

как и под энтропией множества событий X, или под энтропией Э-
распределения {p(X), X ⊆ X}, понимается следующее классическое
выражение

$ = −
∑

X⊆X

P(K = X) lnP(K = X) = −
∑

X⊆X

p(X) ln p(X),

где
p(X) = P(K = X) = P (ter(X)) , X ⊆ X,
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— вероятности событий-террасок

ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc = {ω : K(ω) = X} ⊆ Ω, X ⊆ X.

Известно, что абсолютного максимума энтропия $ достигает на рав-
номерном Э-распределении: p(X) = 1/2|X|, X ⊆ X. Также известен
факт, что максимум энтропии Э-распределения при фиксированных
вероятностях событий P(x) = P(x ∈ K) = px, x ∈ X достигается на
так называемом независимо-точечном Э-распределении:

p(X) =
∏

x∈X

px

∏

x∈Xc

(1− px), X ⊆ X.

Напомним, что Э-распределение {p(X), X ⊆ X} может быть задано
также в эквивалентной форме с помощью набора так называемых
вероятностей покрытия

pX = P(X ⊆ K) = P(terX) = P

( ⋂

x∈X

x

)
, X ⊆ X,

которые связаны с вероятностями p(X) формулами обращения Ме-
биуса:

pX =
∑

X⊆Y

p(Y ), p(X) =
∑

X⊆Y

(−1)|Y |−|X|pY .

Заметим, что в частном случае, когда X = {x} — моноплет событий,
вероятность покрытия pX = px = P(x) — это вероятность собы-
тия x ∈ X. Возникает общая задача поиска условного максимума
энтропии Э-распределения при вероятностях покрытия pX , фикси-
рованных на подмножествах событий X ⊆ X мощности меньшей или
равной n: pX = aX , |X| 6 n, а также при произвольных ограниче-
ниях на «область определения»1 случайного множества событий K
(эта задача впервые решена в [20]).

1Под «областью определения» K понимается множество значений, которые
K принимает с ненулевыми вероятностями: {X ⊆ X : p(X) > 0} ⊆ 2X.
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8.7.1 Максимизация энтропии при фиксированных
вероятностях покрытия

Зафиксируем вероятности покрытия pX для всех множеств мощ-
ности меньшей или равной n: pX = P(X ⊆ K) = aX , |X| 6 n.
Найдем Э-распределение, которое максимизирует энтропию $ при
таких ограничениях. Для этого запишем энтропию через вероятно-
сти покрытия. Известно, что вероятности значений p(X) выражают-
ся через вероятности покрытия pX по формуле обращения Мёбиуса:
p(X) =

∑
X⊆Y (−1)|Y \X|pY . Отсюда получаем следующее выражение

для энтропии:

$ = −
∑

X⊆X


 ∑

X⊆Y

(−1)|Y \X|pY


 ln


 ∑

X⊆Y

(−1)|Y \X|pY


 .

Для нахождения максимума приравняем к нулю частные производ-
ные $ по pZ , |Z| > n.

$′pZ
= −

∑

X⊆Z

(−1)|Z\X| ln


 ∑

X⊆Y

(−1)|Y \X|pY


 = 0, |Z| > n.

Немного преобразуя выражение, получим следующую систему урав-
нений для вероятностей значения случайного множества:

∏

X⊆Z

p(X)(−1)|Z\X|
= τ(Z) = 1, |Z| > n,

где τ(Z) — мультиковариация множества событий Z ⊆ X. Таким
образом, доказана следующая

Теорема. В классе Э-распределений, удовлетворяющих следую-
щим ограничениям: pX = P(X ⊆ K) = aX , |X| ≤ n, максимум
энтропии достигается на Э-распределении, для которого: τ(Z) =
1, |Z| > n. Такие Э-распределения будем называть n-зависимыми.

Из известного факта, что любое распределение СКАМ можно
представить в виде произведения мультковариаций: p(X) =

∏
Y⊆X

τ(Y ) вытекает
Следствие. n-зависимое Э-распределение представимо в виде:

P(K = X) = p(X) =
∏

Y⊆X,|Y |≤n

τ(Y ).
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Например, для случаев n = 1, 2, 3 получаем следующие выражения
для таких Э-распределений2:

p(X) = τ(∅)
∏

x∈X

τ(x) = p(∅)
∏

x∈X

p(x)
p(∅) ,

p(X) = τ(∅)
∏

x∈X

τ(x)
∏

{x,y}⊂X

τ(x, y) =

= p(∅)
∏

x∈X

p(x)
p(∅)

∏

{x,y}⊂X

p(∅)p(x, y)
p(x)p(y)

,

p(X) = τ(∅)
∏

x∈X

τ(x)
∏

{x,y}⊂X

τ(x, y)
∏

{x,y,z}⊂X

τ(x, y, z) =

= p(∅)
∏

x∈X

p(x)
p(∅)

∏

{x,y}⊂X

p(∅)p(x, y)
p(x)p(y)

∏

{x,y,z}⊂X

p(x)p(y)p(z)p(x, y, z)
p(∅)p(x, y)p(x, z)p(y, z)

.

8.7.2 Максимизация энтропии при фиксации области
определения случайного множества событий

Допустим, что случайное множество может принимать только зна-
чения из некоторой области A ⊆ 2X, т.е. p(X) = 0, X /∈ A ⊆ 2X. При
таких ограничениях абсолютный максимум энтропии $, как легко
понять, достигается на следующем Э-распределении:

p(X) =

{
1/|A|, X ∈ A,

0, X 6∈ A.

Как и в предыдущей секции, дополнительно зафиксируем вероятно-
сти покрытия для всех множеств мощности меньшей или равной n:
pX = P(X ⊆ K) = aX , |X| ≤ n. Аналогичными рассуждениями
можно быть доказана следующая

Теорема. В классе Э-распределений, удовлетворяющих следую-
щим ограничениям: pX = P(X ⊆ K) = aX , |X| ≤ n и p(X) =
0, X /∈ A, максимум энтропии достигается на Э-распределении

2Здесь использованы понятные сокращения p(x) = p({x}), τ(x) = τ({x}) и
т.п., которые будут далее использоваться без дополнительных оговорок.
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вида p(X) =
∏

Y⊆X,|Y |≤n α(Y ), X ∈ A, где α(Y ) находятся из огра-
ничений на вероятности покрытия и условия нормировки вероят-
ности:

∑
X∈A p(X) = 1.

8.8 Метрические Э-распределения

Эвентологическое распределение — это любое распределение веро-
ятностей, определяющее множество случайных событий X ⊆ F, вы-
бранных из алгебры F вероятностного пространства (Ω, F,P). В ряде
задач, например в задаче N случайных событий [53, 65], для задания
эвентологических распределений удобнее и естественнее использо-
вать такую характеристику множества случайных событий, которая
имеет свойства расстояния между ними. Однако расстояние обыч-
но определяется лишь для пар элементов, а не для произвольных
множеств элементов.

Поставим задачу определить на 2X такую сет-функцию ∆X —
функцию множества X ⊆ X, которая бы, во-первых, обобщала по-
нятие обычного расстояния между двумя случайными событиями
x, y ∈ X, т.е. совпадала с вероятностью их симметрической разности,
когда X = {x, y} — дуплет:

∆xy = P(x4y),

а, во-вторых, для произвольного X ⊆ X обладала бы свойствами,
напоминающими привычные свойства расстояния. Как выяснится
ниже, этим условиям вполне удовлетворяет сет-функция ∆X , опре-
деляемая для X ⊆ X как

∆X = |X| · uX −
∑

x∈X

P(x),

где uX = P
(⋃

x∈X x
)
— вероятности объединения случайных со-

бытий. Сет-функция ∆X называется сет-расстоянием множества
случайных событий X ⊆ X.

8.8.1 Метрика

Определение (метрика). Метрика на множестве X (расстояние меж-
ду двумя элементами x, y множества X) — это действительная чис-
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ловая функция ρ(x, y), определенная на X × X и удовлетворяющая
для любых x, y, z ∈ X двум аксиомам:

1) ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (аксиома нуля),
2) ρ(x, z) + ρ(y, z) > ρ(x, y) (аксиома треугольника).

Замечание 1. Из определения вытекают два свойства расстояния:

• ρ(x, y) > 0 (неотрицательность),
• ρ(x, y) = ρ(y, x) (симметричность).

Действительно, если в аксиоме треугольника, во-первых, положить
y = x, то получим неотрицательность: 2ρ(x, y) > 0, а во-вторых,
положить z = x, то получим симметричность, так как из возника-
ющего неравенства ρ(y, x) > ρ(x, y) сразу же следует ему противо-
положное: ρ(x, y) > ρ(y, x).

Замечание 2. Если для функции ρ выполнена только одна аксиома
треугольника, то она называется псевдометрикой (квазиметрикой),
или псевдорасстоянием (квазирасстоянием).

Замечание 3. Когда X ⊆ F — конечное множество случайных со-
бытий, то действительная числовая функция

∆xy = P(x4y), x, y ∈ X,

— вероятность симметрической разности двух событий x и y, бу-
дет метрикой на X всякий раз, когда вероятность P такова, что

P(x) = 0 ⇐⇒ x = ∅.

Иначе P(x4y) — псевдометрика.

8.8.2 Сет-метрика по объединению

Два события. Рассмотрим два случайных события x, y ∈ F, образу-
ющие множество (дуплет) X = {x, y} ⊂ F. Обычным расстоянием
между двумя событиями служит вероятность их симметрической
разности P(x4y), которую можно представить в виде следующей
взвешенной суммы вероятностей террасок:

P(x4y) = 0 ·P(x ∩ y) + 1 ·P(x ∩ yc) + 1 ·P(xc ∩ y),
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Рис. 8.1. Террасные "штрафы за несовпадение" множества {x, y} ⊆ X из двух
случайных событий x, y ⊆ Ω (слева) и множества {x, y, z} ⊆ X из трех случайных
событий x, y, z ⊆ Ω (справа) для сет-расстояний этих множеств по объединению:

∆∪xy и ∆∪xyz

содержащихся в объединении двух событий:

x ∪ y = x ∩ y + x ∩ yc + xc ∩ y.

Веса вероятностей террасок имеют смысл «штрафов за несовпа-
дение» случайных событий. Наименьший «штраф» 0 имеет терраска
x ∩ y, так как наступление этой терраски означает одновременное
наступление двух событий (т.е. события x и y совпадают на этой
терраске); терраски x ∩ yc и xc ∩ y штрафуются единицей, так как
наступает только одно событие из двух (рис. 15.2 слева). Таким обра-
зом, вес терраски — это число ненаступивших случайных событий
при наступлении данной терраски.

Три события. Применим ту же систему «террасных штрафов»
для террасок, образованных пересечением трех событий x, y, z ∈ F

(рис. 15.2 справа). Тогда аналогичная взвешенная сумма, которую
мы обозначим ∆xyz, имеет вид

∆xyz = 0 ·P(x∩y∩z)+1 ·P(x∩y∩zc)+1 ·P(x∩yc∩z)+1 ·P(xc∩y∩z)

+2 ·P(x ∩ yc ∩ zc) + 2 ·P(xc ∩ y ∩ zc) + 2 ·P(xc ∩ yc ∩ z).

Произвольное множество событий. Для произвольного множества
событий X ⊂ F аналогичная взвешенная сумма равна

∆X =
∑

∅⊂Y⊆X

(|X| − |Y |)P

 ⋂

x∈Y

x
⋂

x∈X\Y
xc


 ,
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где суммирование распространяется на все непустые подмножества
X. Сначала заметим, что

P


 ⋂

x∈Y

x
⋂

x∈X\Y
xc


 = p(X,Y ) = P (KX = Y )

— вероятность того, что среди множества событий X наступят толь-
ко события из подмножества Y ⊆ X, т.е. вероятность того, что слу-
чайное множество наступивших событий KX , определенное под X,
примет значение Y .

Замечание 4. Под случайными множествами событий KX пони-
маются проекции

KX = K ∩X, X ⊆ X

случайного множества

K : (Ω,F,P) →
(
2X, 22X

)
,

определенного под X распределением вероятностей

p(X) = P(K = X) = P

( ⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc

)
,

где Xc = X \X.
Замечание 5. Сет-расстояние ∆X зависит только от распределе-

ния мощности случайного множества событий KX :

∆X =
|X|∑
a=1

(|X| − a)P(|KX | = a).

А теперь перепишем формулу для сет-расстояния в виде

∆X =
∑

∅⊆Y⊆X

(|X| − |Y |)p(X, Y )− |X|p(X, ∅) =

= |X|(1− p(X, ∅))−
∑

∅⊆Y⊆X

|Y |p(X, Y )
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и заметим, что, во-первых,

1− p(X, ∅) = P (KX 6= ∅) = P (K ∩X 6= ∅) = P

( ⋃

x∈X

x

)
= uX ,

во-вторых,
∑

∅⊆Y⊆X

|Y |p(X, Y ) =
∑

∅⊆Y⊆X

|Y |P (KX = Y ) = E |KX | .

В итоге взвешенная сумма для произвольного множества случайных
событий X принимает вид:

∆X = |X| · uX −E |KX | , (1)

который можно выбрать в качестве определения новой характери-
стики ∆X множества случайных событий X ⊂ F — сет-расстояния
множества случайных событий X. Прежде чем дать определение
сет-расстояния, заметим только, что в силу «старой» теоремы Роб-
бинса: E |KX | =

∑
x∈X P(x).

Определение (сет-расстояние множества случайных событий). Сет-
расстояние множества случайных событий — это сет-функция, опре-
деляемая для каждого множества случайных событий X ⊂ F как
величина

∆X = |X| ·P
( ⋃

x∈X

x

)
−

∑

x∈X

P(x). (2)

Определение (расстояние события до множества событий). Рассто-
янием случайного события x ∈ X до множества событий X ⊆ X
называется действительная числовая функция

d : X× 2X → R,

которая на (x, X) ∈ X× 2X принимает значение

d(x,X) = P



x 4


 ⋃

y∈X

y






 .
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Определение (расстояние между множествами событий). Расстоя-
нием между множествами событий X ⊆ X и Y ⊆ X называется
действительная числовая функция

d : 2X × 2X → R,

которая на (X, Y ) ∈ 2X×2X принимает значение, равное вероятности
симметрической разности объединений этих двух множеств событий:

d(X,Y ) = P

{( ⋃

x∈X

x

)
4

( ⋃

x∈Y

x

)}
.

Замечание 6. Для расстояний события до множества событий и
расстояния между множествами событий не выполняется аксиома
нуля. Поэтому, строго говоря, речь идет о сет-псевдометриках (сет-
квазиметриках) и сет-псевдорасстояниях (сет-квазирасстояниях). Но,
чтобы не отягощать терминологию будем продолжать опускать «псе-
вдо-» или «квази-», всегда помня, однако, что аксиома нуля для этих
сет-метрик не выполняется.

Замечание 7. Расстояние события до множества событий — это
частный случай расстояния между множествами событий, когда од-
но из множеств — моноплет:

d(x,X) = d({x}, X).

Замечание 8. Только что введенные расстояния проще всего вы-
разить через распределение вероятностей объединений: uX , X ⊆ X.
Расстояние между множествами событий X и Y равно

d(X, Y ) = 2uX∪Y − uX − uY .

Если же Y ⊆ X, то
d(X, Y ) = uX − uY ,

так как тогда X ∪ Y = X. В частности, для расстояния события x
до множества событий X формула имеет вид

d(x, X) = 2uX∪{x} − uX − u{x}.

Если же x ∈ X, то
d(x,X) = uX − u{x}.
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Лемма. Сет-расстояние ∆X множества событий X ⊆ X пред-
ставимо в виде суммы расстояний всех событий из X до самого
множества событий X:

∆X =
∑

x∈X

d(x,X).

Доказательство. Из (2) следует, что

∆X =
∑

x∈X



P


 ⋃

y∈X

y


−P(x)



 .

Кроме того, для x ∈ X

x 4

 ⋃

y∈X

y


 =


 ⋃

y∈X

y


 \ x,

так как x ⊆
(⋃

y∈X y
)
. Это означает, что

∆X =
∑

x∈X

P



x 4


 ⋃

y∈X

y






 ,

что доказывает лемму.

8.8.3 Сет-метрика по пересечению

Можно ввести еще одну характеристику расстояния множества слу-
чайных событий, двойственную только что рассмотренной. В ее опре-
делении операция объединения заменяется двойственной ей опера-
цией пересечения: ∆∩

X =
∑

x∈X P(x)− |X| ·P (⋂
x∈X x

)
. Называется

эта характеристика сет-расстоянием множества случайных собы-
тий X по пересечению. Схема «террасных штрафов за несовпаде-
ние» для этого случая показана на рис. 8.2.

Приведем еще три формулы, справедливые для сет-расстояния
множества событий (по пересечению):

∆∩
X =

∑

∅⊆Y⊂X

|Y |p(Y ), ∆∩
X =

|X|−1∑
m=0

mP(|KX | = m),
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Рис. 8.2. Террасные "штрафы за несовпадение" множества {x, y} ⊆ X из двух
случайных событий x, y ⊆ Ω (слева) и множества {x, y, z} ⊆ X из трех случайных
событий x, y, z ⊆ Ω (справа) для сет-расстояний этих множеств по пересечению:

∆∩xy и ∆∩xyz

∆∩
X =

|X|−1∑
m=0

mP(Cm
X ).

Отметим еще, что в основе определения сет-расстояния по пе-
ресечению лежат соответствующие понятия расстояния случайного
события от множества событий (по пересечению):

d∩(x, X) = P



x 4


 ⋂

y∈X

y






 ,

и более общего понятия — расстояния между множествами собы-
тий (по пересечению):

d∩(X, Y ) = P

{( ⋂

x∈X

x

)
4

( ⋂

x∈Y

x

)}
.

Аналогичное этому понятие расстояния между подмножествами аб-
страктного случайного множества было введено в [81] под названием
вероятностной псевдометрики, правда, в менее отчетливой форме и
в излишне громоздких и потому неудобных обозначениях.

Свойства данных расстояний относительно пересечения анало-
гичны соответствующим свойствам расстояний относительно объ-
единения.

Лемма. Сет-расстояние ∆∩
X множества событий X ⊆ X пред-

ставимо в виде суммы расстояний всех событий из X до самого



164 Эвентология

множества событий X:

∆∩
X =

∑

x∈X

d∩(x,X).

Замечание 9. Рассмотренные расстояния по пересечению проще
всего выразить через распределение вероятностей пересечений: pX =
P

(⋂
x∈X x

)
. Расстояние между множествами событий X и Y равно

d∩(X, Y ) = pX + pY − 2pX∪Y .

Если же Y ⊆ X, то
d∩(X, Y ) = pY − pX ,

так как тогда X ∪ Y = X. В частности, для расстояния события x
до множества событий X формула имеет вид

d∩(x,X) = d∩({x}, X) = p{x} + pX − 2pX∪{x},

а если x ∈ X, то
d∩(x,X) = p{x} − pX .

Заметим еще, что

∆∪
X + ∆∩

X = |X|
{
P

( ⋃

x∈X

x

)
−P

( ⋂

x∈X

x

)}
= |X| · (uX − pX).

8.8.4 Свойства сет-расстояния

1. Неотрицательность. Сет-расстояние — неотрицательная сет-функция:

∆X > 0, X ⊆ X.

Это следует из того, что

∆X =
∑

x∈X

{
P

( ⋃

x∈X

x

)
−P(x)

}
,

а для любого X ⊆ X и каждого x ∈ X

P

( ⋃

x∈X

x

)
−P(x) > 0.
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2. Неравенство треугольника. Сет-расстояние должно удовлетво-
рять неравенству треугольника, которое можно пытаться записать
несколькими способами. Нами выбрано неравенство следующего ви-
да:

∆X∩{x}c + ∆X∩{y}c > ∆X∩{z}c , (3)

которое выполняется для любого X ⊆ X любых x, y, z ∈ X. Заметим,
что условие x, y, z ∈ X, скорее всего, можно ослабить: x, y, z ∈ F.

В частности, когда X — триплет: X = {x, y, z}, тогда X ∩ {z}c =
{x, y}, X ∩{y}c = {x, z}, X ∩{x}c = {y, z}, и неравенство (3) превра-
щается в обычное неравенство треугольника:

∆xz + ∆yz > ∆xy,

которое выполняется и означает, что

P(x4z) +P(y4z) > P(x4y).

Если договориться обозначать

X − x = X ∩ {x}c,

то неравенство (3) можно записать лаконичнее:

∆X−x + ∆X−y > ∆X−z. (3′)

Заметим, что в этом неравенстве множество X, вроде бы, должно
содержать триплет {x, y, z}. Хотя это условие, скорее всего, можно
убрать.

8.8.5 Неравенства треугольника для сет-расстояния

Здесь мы не будем доказывать неравенство треугольника для сет-
расстояния3

∆X′−x + ∆X′−y > ∆X′−z,

где
X ′ = X + {x, y, z} ⊆ X,

3За полным доказательством неравенства треугольника для сет-расстояния
отошлем читателя к нашей работе [61].
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которое можно переписать в эквивалентном виде

∆X+{y,z} + ∆X+{x,z} > ∆X+{x,y}, (3′′)

где X ⊆ {x, y, z}c = X \ {x, y, z}, а сформулируем лишь ряд утвер-
ждений, имеющих к нему отношение.

Лемма.

∆X =
|X|∑

m=1

(|X| −m)P (Cm
X ) .

Лемма (неравенство треугольника для сет-расстояния по объедине-
нию). Для каждого X ⊆ F и любых x, y, z ∈ F

∆X+{y,z} + ∆X+{x,z} > ∆X+{x,y}. (3′′)

Лемма (неравенство треугольника для сет-расстояния по пересече-
нию). Для каждого X ⊆ F и любых x, y, z ∈ F

∆∩
X+{y,z} + ∆∩

X+{x,z} > ∆∩
X+{x,y}. (3′′)

8.8.6 Метрическое задание
эвентологических распределений

Теорема (метрическое задание эвентологических распределений). Лю-
бое эвентологическое распределение множества случайных событий
X определяется заданием всех вероятностей событий P(x), x ∈ X
и всех сет-расстояний ∆X , X ⊆ X.

Доказательство. Из (1) легко получить распределение вероятно-
стей объединений:

uX =
1
|X|

(
∆X +

∑

x∈X

P(x)

)
, X ⊆ X,

т.е. одно из эвентологических распределений множества случайных
событий X, которое в условиях теоремы (когда заданы все вероят-
ности событий и все сет-расстояния) определено для всех X ⊆ X.
Теорема доказана.

Доказанная теорема, справедливая для любого эвентологическо-
го распределения, рискует остаться довольно тривиальным утвер-
ждением, если с ее помощью не удастся выделить специальные клас-
сыметрических эвентологических распределений, определяемые той
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или иной сет-метрикой. Разумеется, как только один из таких клас-
сов будет построен, станут известны и другие способы задания рас-
пределений из «вновь обнаруженного» класса, в том числе и класси-
ческие — при помощи распределений вероятностей пересечений или
объединений. Но можно с уверенностью заявить, что эвентологиче-
ское распределение будет иметь полное право называться метриче-
ским, если оно «всего лишь» обнаружено при помощи сет-метрики.

8.9 Дискретные многомерные распределения:
эвентологический подход

Предполагается впервые дать определения двух дискретных мно-
гомерных распределений: биномиального и пуассоновского, которые
до сих пор не встречались в теории вероятностей и определения ко-
торых естественным образом возникли в рамках эвентологического
подхода.

Предлагаемое биномиальное многомерное распределение, по-ви-
димому, наиболее подходит на роль многомерного обобщения бино-
миального распределения в отличие от давно известного в теории ве-
роятностей полиномиального (мультиномиального) распределения.
Хотя последнее и считается в теории вероятностей обобщением би-
номиального и многомерно, но, как будет показано ниже, есть ма-
ло оснований считать его многомерным обобщением биномиально-
го распределения, каковым с очевидностью является биномиальное
многомерное распределение, о котором идет речь.

Подобные же комментарии относятся и к пуассоновскому мно-
гомерному распределению, также до сих пор не встречавшемуся в
теории вероятностей в предлагаемой форме, которая позволяет наи-
более полно описывать структуру зависимостей рассматриваемых
случайных элементов.

8.9.1 Биномиальное многомерное распределение

Напомним классические определения и свойства биномиального и
полиномиального распределения.
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Биномиальное распределение

Биномиальное распределение — дискретное распределение вероят-
ностей случайной величины ξ, принимающей целочисленные зна-
чения k = 0, . . . , n с вероятностями pk = P(ξ = k) = bk(n, p) =
Ck

npk(1 − p)n−k, где 0 ≤ p ≤ 1 — параметр биномиального распре-
деления, иногда называемый «вероятностью положительного исхо-
да»; одно из основных распределений вероятностей, порождаемых
конечным множеством независимых случайных экспериментов (ис-
пытаний).

Традиционная интерпретация.Пусть β1, . . . , βn — последователь-
ность независимых случайных величин (так называемых бернулли-
евских случайных величин), каждая из которых может принимать
лишь два значения 1 и 0 с вероятностями p и 1 − p соответственно.
Случайные величины βi можно трактовать как результаты незави-
симых испытаний, причем βi = 1 в случае «положительного исхода»
и βi = 0 в случае «отрицательного исхода» i-го испытания. Если об-
щее количество испытаний фиксировано, то такая схема называется
испытаниями Бернулли, причем суммарное количество «положи-
тельных исходов» ξ(ω) =

∑n
i=1 βi(ω), подчиняется биномиальному

распределению с параметрами n, p.

Эвентологическая интерпретация. Проводится множество из n
случайных экспериментов. В результате k-го эксперимента событие
xk наступает с вероятностью p = P(xk) или не наступает с вероят-
ностью 1 − p = P(xc

k); все вместе эти события образуют множество
событий X = {x1, . . . , xn}, независимых в совокупности. Такая схема
проведения экспериментов называется схемой испытаний Бернулли.
Случайная величина ξ(ω) =

∑n
x∈X 1x(ω), равная сумме индикаторов

событий из X и интерпретируемая как число событий из множества
X, наступающих в результате n независимых случайных экспери-
ментов, подчиняется биномиальному распределению с параметрами
n, p.

Производящая функция биномиального распределения — n-ая сте-
пень бинома (pw +(1− p)), разложение которой в сумму по формуле
бинома Ньютона (отсюда название «биномиальное распределение»)
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Ω Ω Ω

x(1) x(2) . . . x(n)

1 2 . . . n

Рис. 8.3. Схема испытаний Бернулли, определяющая биномиальное распределе-
ние с параметрами (n; px).

имеет вид:

(pw + (1− p))n =
n∑

k=0

bkwk =
n∑

k=0

Ck
npk(1− p)n−kwk.

Моменты биномиального распределения выражаются формула-
ми: Eξ = np, Dξ = E(ξ − np)2 = np(1 − p), µ3 = E(ξ − np)3 =
np(1 − p)(1 − 2p); асимметрия γ1 = (1 − 2p)/

√
np(1− p), эксцесс

γ2 = (1− 6p(1− p))/np(1− p). Характеристическая функция f(t) =
(1 + p(eit − 1))n. Функция распределения биномиальной случайной
величины имеет вид

F (u) = P(ξ ≤ u) =
[u]∑

k=0

Ck
npk(1− p)n−k,

где [u] — целая часть u ∈ [−∞,+∞].
Справедливо так называемое «нормальное приближение»

F (u) = Φ

[
u− np + 1/2√

np(1− p)

]
+ Rn(u, p),

где Φ — функция распределения стандартного нормального распре-
деления, а Rn(u, p) = O(n−1/2) равномерно для всех u. Существуют
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Ω

ξ(ω) = 0 ξ(ω) = 1 x(1)

ξ(ω) = 2 ξ(ω) = 2

ξ(ω) = 3

ξ(ω) = 1 ξ(ω) = 2 ξ(ω) = 1

x(2) x(3)

Рис. 8.4. Сумма индикаторов событий ξ(ω) =
∑n

i=1
1x(i) (ω) — случайная вели-

чина, порождаемая триплетом событий X = {x(1), x(2), x(3)}.

и другие нормальные приближения биномиального распределения с
остатками более высокого порядка точности.

При n →∞ функция биномиального распределения F выражает-
ся в терминах функции Φ стандартного нормального распределения
асимптотической формулой (теорема Муавра-Лапласа)

F (u) =
1

B([u] + 1, n− [u])

∫ 1

0

t[u](1− t)n−[u]−1dt,

где B(a, b) — бета-функция Эйлера.
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Ω Ω Ω
x(1) x(2) x(n)

. . .

z(1) z(2) z(n)

y(1) y(2) y(n)

1 2 . . . n

Рис. 8.5. Схема испытаний Бернулли, порожденная триплетом событий X =
{x, y, z}, определяющая биномиальное 3-мерное распределение общего вида с па-

раметрами (n; p(x), p(y), p(z), p(xy), p(xz), p(yz), p(xyz)).

Если количество независимых экспериментов n велико, а веро-
ятность p мала, то биномиальные вероятности bk(n, p) приближенно
выражаются в терминах распределения Пуассона:

bk(n, p) =
(np)k

k!
e−np.

При этом если n → ∞ и 0 < c ≤ u ≤ C, то равномерно относи-
тельно всех p из открытого интервала имеет место асимптотическая
формула

F (u) =
[u]∑

k=0

λk

k!
e−λ + O(n−2),

где λ = (2n− [u])p/(2− p).
Многомерным обобщением биномиального распределения в тео-

рии вероятностей считается полиномиальное (мультиномиальное)
распределение.

Полиномиальное (мультиномиальное) распределение

Полиномиальное распределение (мультиномиальное распределение)
— совместное распределение вероятностей случайных величин ξ1, . . .,
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ξk, принимающих целые неотрицательные значения n1, . . . , nk, удо-
влетворяющие условиям n1 + . . . + nk = n, с вероятностями

P(ξ1 = n1, . . . , ξk = nk) =
n!

n1! · · ·nk!
pn1
1 · · · pnk

k ,

где pi ≥ 0,
∑n

i=1 pi = 1; является многомерным дискретным распре-
делением случайного вектора (ξ1, . . . , ξk), такого, что ξ1+ . . .+ξn = n
(по существу это распределение является (k − 1)-мерным, так как
в пространстве Rk оно вырождено); естественным (с точки зрения
современной теории вероятностей) образом обобщает биномиальное
распределение и совпадает с ним при n = 2. Название «полиноми-
альное распределение» объясняется тем, что полиномиальная веро-
ятность является общим членом разложения полинома (многочлена)
(p1 + . . . + pk)n.

Традиционная интерпретация. Полиномиальное распределение
появляется в так называемой полиномиальной схеме случайных экс-
периментов: каждая из случайных величин ξj — это число наступ-
лений одного из взаимоисключающих событий xj , j = 1, . . . , k, при
повторных независимых экспериментах. Если в каждом эксперимен-
те вероятность наступления события xj равна pj , то полиномиаль-
ная вероятность равна вероятности того, что при n экспериментах
события x1, . . . , xk наступят n1, . . . , nk раз соответственно. Каждая
из случайных величин ξi имеет биномиальное распределение с мате-
матическим ожиданием npi и дисперсией npi(1− pi).

Эвентологическая интерпретация. Проводится n случайных экс-
периментов. В результате каждого (i-го) эксперимента наступают
события из множества Xi = {x(i)

1 , . . . , x
(i)
k }, состоящего из k непере-

секающихся событий, образующих разбиение Ω и наступающих соот-
ветственно с вероятностями p1, . . . , pk (p1 + . . . + pk = 1), которые не
меняются от эксперимента к эксперименту. Такая схема проведения
экспериментов называется полиномиальной схемой испытаний.

Случайный вектор (ξ1, . . . , ξk), составленный из случайных вели-
чин

ξj(ω) =
n∑

i=1

1
x
(i)
j

(ω), j = 1, . . . , k,

равных сумме индикаторов событий x
(i)
j , i = 1, . . . , n, наступающих с

вероятностью pj , и интерпретируемых как число событий из x
(1)
j , . . .,
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x
(n)
j , наступающих в результате n независимых случайных экспери-

ментов, подчиняется полиномиальному распределению с параметра-
ми n, p1, . . . , pk, т.е. полиномиальная вероятность — это вероятность
того, что ξ1 = n1, . . . , ξk = nk, где n1 + . . . + nk = n.

Ω Ω Ω

z(1) z(2) z(n)

y(1) y(2) . . . y(n)

x(1) x(2) x(n)

1 2 . . . n

Рис. 8.6. Полиномиальная схема испытаний Бернулли, определяющая полиноми-
альное распределение с параметрами (n; px, py, pz).

Случайный вектор (ξ1, . . . , ξk) имеет математическое ожидание
(np1, . . . , npk) и ковариационную матрицу B = ‖bij‖, где

bij =

{
npi(1− pi), i = j,

−npipj , i 6= j.

Ранг матрицы B равен k − 1 в силу того, что
∑k

i=1 ni = n.
Характеристическая функция:

f(t1, . . . , tk) =
(
p1e

it1 + . . . + pkeitk
)n

.

При n →∞ распределение случайного вектора (η1, . . . , ηk) с норми-
рованными компонентами ηi = (ξi − npi)/

√
npi(1− pi) стремится к

некоторому многомерному нормальному распределению, а распре-
деление суммы

∑k
i=1(1− pi)η2

i , которая используется в математиче-
ской статистике при построении χ2-критерия, стремится к χ2-распре-
делению с k − 1 степенями свободы.
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Ω

z(2) (1, 0, 1) (0, 1, 1) (0, 0, 2)

y(2) (1, 1, 0) (0, 2, 0) (0, 1, 1)

x(2) (2, 0, 0) (1, 1, 0) (1, 0, 1)

x(1) y(1) z(1)

Рис. 8.7. Значения случайного вектора на Ω, подчиняющегося двумерному (n =
2) полиномиальному (триномиальному: |X| = N = 3) распределению. Простран-
ство Ω разбито пересечениями событий из двух множеств X(1) = {x(1), y(1), z(1)}

и X(2) = {x(2), y(2), z(2)}.

Биномиальное многомерное распределение

Пусть проводится конечная последовательность из n независимых
случайных экспериментов. В результате i-го эксперимента могут на-
ступить или нет события из N -множества X(i) событий x(i) ∈ X(i).
Эвентологические распределения множеств событий X(i), i = 1, . . . , n,
совпадают с одним и тем же эвентологическим распределением {p(X),
X ⊆ X} некоторого N -множества X событий x ∈ X, которое не меня-
ется от эксперимента к эксперименту. Такая схема проведения экс-
периментов называется многомерной (эвентологической) схемой ис-
пытаний Бернулли с порождающим множеством событий X. То-
гда каждая из случайных величин

ξx(ω) =
n∑

i=1

1x(i)(ω), x(i) ∈ X(i), x ∈ X,
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подчиняется биномиальному распределению с параметрами n, px =
P(x), а случайный вектор4 ξ̂ = (ξx, x ∈ X) подчиняется биноми-
альному многомерному (N -мерному) распределению с параметрами
n, {p(X), ∅ 6= X ⊆ X}. Вероятности биномиального многомерного
распределения, порожденного N -множеством событий X, опреде-
ляются для любого целочисленного набора n̂ = (nx, x ∈ X) ∈ [0, n]N

формулой

b
n̂
(n; p(X),∅ 6= X ⊆ X) = P(ξ̂ = n̂) = P(ξx = nx, x ∈ X) =

=
∑

ň

mň(n; {p(X), X ⊆ X}),

где
mň(n; {p(X), X ⊆ X}) = P(ξ̌ = ň) =

= P
(
(ξ(X), X ⊆ X) = (n(X), X ⊆ X)

)
=

n!∏

X⊆X

n(X)!

∏

X⊆X

[p(X)]n(X)

— вероятности 2N -мерного мультиномиального распределения слу-
чайного вектора ξ̌ = (ξ(X), X ⊆ X) с параметрами (n; {p(X), X ⊆
X}), порожденного 2N -множеством событий-террасок

{
ter(X), X ⊆

X
}
, которое взаимно-однозначно соответствует данному биномиаль-

ному многомерному распределению. Суммирование проводится по
всем 2N -мерным наборам ň = (n(X), X ⊆ X) ∈ S2N

, из 2N -вершин-
ного симплекса S2N

, т.е. таким, что n =
∑

X⊆X n(X), но для которых
выполнены еще N равенств nx =

∑
x∈X n(X), x ∈ X.

Биномиальное одномерное распределение. При N = 1 (ко-
гда порождающее множество X = {x} — моноплет событий) бино-
миальное одномерное распределение случайной величины ξx совпа-
дает с классическим биномиальным распределением с параметрами
(n; px). Иначе говоря, вероятности биномиального одномерного рас-
пределения имеют классический вид

bnx(n; px) = P(ξx = nx) = Cnx
n pnx

x (1− px)n−nx , 0 ≤ nx ≤ n.

4В эвентологии вообще и в данном контексте в частности понятие «вектор»
используется в расширенном смысле: как неупорядоченное конечное множество,
или неупорядоченный конечный набор, неких элементов.
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Биномиальное двумерное распределение. При N = 2 (ко-
гда порождающее множество X = {x, y} — дуплет событий) бино-
миальное двумерное распределение случайного вектора ξ̂ = (ξx, ξy) =

(ξx, x ∈ X) определяется четырьмя параметрами
(
n; p(x), p(y), p(xy)

)
,

где5

p(x) = P(x ∩ yc), p(y) = P(xc ∩ y), p(xy) = P(x ∩ y).

Вероятности биномиального двумерного распределения вычисля-
ются для любого целочисленного вектора n̂ = (nx, ny) ∈ [0, n]2 по
формуле

b
n̂
(n; p(x), p(y), p(xy)) = P(ξ̂ = n̂) = P(ξx = nx, ξy = ny) =

=
min{nx,ny}∑

n(xy)=max{0,nx+ny−n}
mň(n; p(∅), p(x), p(y), p(xy)),

где
mň(n; p(∅), p(x), p(y), p(xy)) = P(ξ̌ = ň) =

= P
(
(ξ(∅), ξ(x), ξ(y), ξ(xy)) = (n(∅), n(x), n(y), n(xy))

)
=

=
n!

n(∅)!n(x)!n(y)!n(xy)!
[p(∅)]n(∅)[p(x)]n(x)[p(y)]n(y)[p(xy)]n(xy)

— вероятности 4-мерного мультиномиального распределения случай-
ного вектора ξ̌ = (ξ(∅), ξ(x), ξ(y), ξ(xy)) с параметрами (n; p(∅), p(x),
p(y), p(xy)), а суммирование проводится по всем наборам ň = (n(∅),
n(x), n(y), n(xy)), таким, что n = n(∅) + n(x) + n(y) + n(xy), для
которых выполнены еще 2 равенства nx = n(x) + n(x, y), ny =
n(y) + n(x, y), и может быть сведено к суммированию по одному па-
раметру n(x, y) в границах Фреше, поскольку при фиксированных
nx и ny все величины n(∅), n(x), n(y), n(xy) можно выразить через
один параметр, например, n(xy):

n(x) = nx − n(xy), n(y) = ny − n(xy), n(∅) = n− nx − ny + n(xy),

5Очевидно, что p(x)+p(y)+p(xy) = 1−p(∅). Ниже используются обозначения
px = P(x) = p(x) + p(xy), py = P(y) = p(y) + p(xy), Kovxy = p(xy) − pxpy ,
σ2

x = px(1− px), σ2
y = py(1− py).
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который меняется в пределах границ Фреше:

max{0, nx + ny − n} ≤ n(xy) ≤ min{nx, ny}.

Формулу можно также записать в виде:

b
n̂
(n; p(x), p(y), p(xy)) = P(ξ̂ = n̂) = [p(∅)]n [τ(x)]nx [τ(y)]ny ×

×
min{nx,ny}∑

n(xy)=max{0,nx+ny−n}
Cn(x,y)

n (n̂) [τ(x, y)]n(xy)
,

где

Cn(x,y)
n (n̂) =

n!
(n− nx − ny + n(xy))!(nx − n(xy))!(ny − n(xy))!n(xy)!

— двумерный биномиальный коэффициент, а

τ(x) =
p(x)
p(∅)

, τ(y) =
p(y)
p(∅)

, τ(x, y) =
p(∅)p(xy)
p(x)p(y)

— мультковариации первого и второго порядка событий x и y.
Вектор математических ожиданий биномиального двумерного слу-

чайного вектора (ξx, ξy) равен (Eξx,Eξx) = (npx, npy), а его кова-
риационная матрица выражается через ковариационную матрицу
случайного вектора (1x,1y) индикаторов событий из порождающего
множества X = {x, y} и имеет вид

(
npx(1− px) nKovxy

nKovxy npy(1− py)

)
= n

(
px(1− px) Kovxy

Kovxy py(1− py)

)

Ковариационная матрица центрированного и нормированного би-
номиального двумерного случайного вектора

(
ξx − npx

σx
,
ξy − npy

σy

)

выражается через ковариационную матрицу случайного вектора
(
(1x − px)/σx, (1y − py)/σy

)
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центрированных и нормированных индикаторов событий из X =
{x, y} и имеет вид

(
n nρxy

nρxy n

)
= n

(
1 ρxy

ρxy 1

)
,

где ρxy = Covxy/σxσy — коэффициент корреляции случайных вели-
чин 1x и 1y — индикаторов событий из X = {x, y}.

Характеристики биномиального многомерного распреде-
ления. Вектор математических ожиданий биномиального многомер-
ного случайного вектора (ξx, x ∈ X) равен (Eξx, x ∈ X) = (npx, x ∈
X), а его ковариационная матрица выражается через ковариацион-
ную матрицу случайного вектора (1x, x ∈ X) индикаторов событий
из порождающего множества X и имеет вид




nσ2
x . . . nKovxy

. . . . . . . . .
nKovxy . . . nσ2

y


 = n




σ2
x . . . Kovxy

. . . . . . . . .
Kovxy . . . σ2

y


 ,

где σ2
x = px(1− px), Kovxy = −pxpy, x 6= y.

Ковариационная матрица порожденного разбиением центриро-
ванного и нормированного биномиального многомерного случайного
вектора (

ξx − npx

σx
, x ∈ X

)

выражается через ковариационную матрицу случайного вектора
(
(1x − px)/σx, x ∈ X

)

центрированных и нормированных индикаторов событий из X и име-
ет вид 


nσ2

x . . . nρxy

. . . . . . . . .
nρxy . . . nσ2

y


 = n




σ2
x . . . ρxy

. . . . . . . . .
ρxy . . . σ2

y


 ,

где ρxy = Covxy/σxσy = −pxpy/σxσy — коэффициент корреляции
случайных величин 1x и 1y — индикаторов событий из X.

Полиномиальное распределение — частный случай би-
номиального многомерного распределения, когда последнее
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порождается разбиением пространства элементарных собы-
тий. Когда порождающее N -множество X составлено из событий,
образующих разбиение: Ω =

∑
x∈X x, биномиальное многомерное

распределение случайного вектора ξ̂ = (ξx, x ∈ X) определяется N
параметрами6 (n; px, x ∈ X), где px = P(x),

∑
x∈X px = 1, и представ-

ляет из себя полиномиальное распределение с данными параметра-
ми.

Отсюда вероятности биномиального многомерного распределения,
порожденного разбиением Ω, определяются для любого целочислен-
ного вектора n̂ = (nx, x ∈ X) из симплекса SN (т.к.

∑
x∈X nx = n)

такой же формулой, что и вероятности соответствующего полиноми-
ального распределения

b
n̂
(n; px, x ∈ X) = P(ξ̂ = n̂) = P(ξx = nx, x ∈ X) =

n!∏

x∈X

nx!

∏

x∈X

[px]nx .

Биномиальное N-мерное распределение, заданное мно-
жеством X, определяет 2N -мерное полиномиальное, задан-
ное множеством событий-террасок {ter(X), X ⊆ X}, но не
наоборот. Многомерная (N -мерная) схема n испытаний Бернул-
ли с порождающим множеством событий X, которое подчиняется
эвентологическому распределению {p(X), X ⊆ X}, определяет N
случайных величин

ξx(ω) =
n∑

i=1

1x(i)(ω), x(i) ∈ X(i), x ∈ X,

каждая из которых имеет биномиальное распределение с параметра-
ми n, px = P(x), а все вместе образуют N -мерный случайный вектор
ξ̂ = (ξx, x ∈ X), распределенный по биномиальному многомерно-
му (N -мерному) закону с 2N параметрами n, {p(X), ∅ 6= X ⊆ X},
в состав которых входит число испытаний n и 2N − 1 вероятность
из эвентологического распределения порождающего множества со-
бытий X (иначе говоря, все 2N вероятностей p(X) за исключением
одной: p(∅)).

6Поскольку
∑

x∈X
px = 1, то среди N вероятностей только N − 1 можно

выбирать независимо.
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Ω Ω Ω
x(1) x(2) x(n)

. . .

z(1) z(2) z(n)

y(1) y(2) y(n)

1 2 . . . n

Рис. 8.8. Трехмерная схема n испытаний Бернулли, порожденная трипле-
том событий X = {x, y, z}, определяющая 3-мерный случайный вектор ξ̂ =
{ξx, x ∈ X}, распределенный по биномиальному 3-мерному закону с парамет-
рами (n; p(x), p(y), p(z), p(xy), p(xz), p(yz), p(xyz)); а также 8-мерный случайный
вектор ξ̌ = {ξ(∅), ξ(x), ξ(y), ξ(z), ξ(xy), ξ(xz), ξ(yz), ξ(xyz)}, распределенный по
полиномиальному 8-мерному закону с теми же параметрами, что и у биноми-

ального 3-мерного распределения.

Та же многомерная схема n испытаний Бернулли определяет 2N

случайных величин

ξ(X)(ω) =
n∑

i=1

1ter(X(i))(ω), X(i) ⊆ X(i), X ∈ X,

каждая из которых имеет биномиальное распределение с парамет-
рами n, p(X) = P(ter(X)), а все вместе образуют 2N -мерный случай-
ный вектор ξ̌ = (ξ(X), X ⊆ X) распределенный по полиномиально-
му многомерному (2N -мерному) закону, порожденному множеством
событий-террасок {ter(X), X ⊆ X} и определяемому 2N + 1 пара-
метром n, {p(X), X ⊆ X}, куда входит число испытаний n и все 2N

вероятностей p(X) из эвентологического распределения порождаю-
щего множества событий X.

Вероятности данных биномиального и полиномиального много-
мерных распределений связаны для любых N -мерных наборов неот-
рицательных чисел n̂ = {nx, x ∈ X} ∈ [0, n]N формулой P(ξ̂ = n̂) =∑

ň P(ξ̌ = ň) где суммирование проводится по всем 2N -мерным на-
борам неотрицательных чисел ň = (n(X), X ⊆ X) ∈ S2N

, таким,
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что n =
∑

X⊆X n(X), для которых также выполнены N равенств
nx =

∑
x∈X n(X), x ∈ X.

Замечание.Любому биномиальному N -мерному распределению,
порожденному множеством событий X, соответствует единственное
полиномиальное 2N -мерное распределение, порожденное множеством
соответствующих событий-террасок {ter(X), X ⊆ X}. Обратное невер-
но: произвольному полиномиальному 2N -мерному распределению,
порожденному 2N -множеством событий, образующих разбиение Ω,
соответствуют, вообще говоря, (2N )! биномиальных N -мерных рас-
пределений, порожденных N -множествами событий X, составленных
из событий разбиения как из событий-террасок, что существенно за-
висит от способов нумерации событий разбиения подмножествами
X ⊆ X (общее число таких способов как раз и равно (2N )!).

8.9.2 Многомерное распределение Пуассона

Многомерное распределение Пуассона — дискретное распределение
вероятностей случайного вектора ξ̂ = (ξx, X), принимающего значе-
ния n̂ = (nx, X) с вероятностями

P(ξ̂ = n̂) = P(ξx = nx, x ∈ X) = π
n̂
(λ(X), ∅ 6= X ⊆ X) =

= e−λ
∑

ň

∏

X 6=∅

[λ(X)]n(X)

n(X)!
,

где суммирование распространяется на такие наборы неотрицатель-
ных целых чисел ň = (n(X),∅ 6= X ⊆ X), для которых справедливы
N равенств: nx =

∑

x∈X

n(X), x ∈ X, а {λ(X), ∅ 6= X ⊆ X} —

параметры: λ(X) — среднее число наступления события-терраски

ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc,

иначе говоря, среднее число наступления всех событий из X и ни
одного из Xc;

λ =
∑

X 6=∅
λ(X)
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— среднее число наступления хотя бы одного события из X, иначе го-
воря, среднее число наступления события

⋃

x∈X

x — объединения всех

событий из X.
Например, при n̂ = (0, . . . , 0)

P(ξ̂ = (0, . . . , 0)) = P(ξx = 0, x ∈ X) = e−λ,

при n̂ = (0, . . . , 0, nx, 0, . . . , 0), x ∈ X

P(ξ̂ = (0, . . . , 0, nx, 0, . . . , 0)) = P(ξx = nx, ξy = 0, y 6= x) = e−λ [λ(x)]n(x)

n(x)!
.

если же в векторе n̂ одна компонента nx фиксирована, а остальные
произвольны: n̂ = (·, . . . , ·, nx, ·, . . . , ·), x ∈ X, то получаем

P(ξ̂ = (·, . . . , ·, nx, ·, . . . , ·)) = P(ξx = nx) = e−λx
[λx]nx

nx!

— формулу одномерного распределения Пуассона с параметром λx

случайной величины ξx, где λx =
∑

x∈X λ(X) для каждого x ∈ X
определяется параметрами многомерного распределения Пуассона.

Эвентологическая интерпретация. Проводится счётное множе-
ство независимых экспериментов, в результате каждого n-го экспе-
римента наступают события из множества X. Вероятности px = P(x)
событий x ∈ X малы — т.е. малы и вероятности p(X), ∅ 6= X ⊆ X
порождаемых ими событий-террасок ter(X),∅ 6= X ⊆ X, причём при
n →∞ np(X) → λ(X), ∅ 6= X ⊆ X. Тогда случайный вектор

ξ̂ = (ξx, x ∈ X) =

( ∞∑
n=1

1x(n) , x ∈ X

)

подчиняется многомерному (N -мерному) распределению Пуассона с
параметрами {λ(X), ∅ 6= X ⊆ X}.

Замечание. Неверно представлять, что вероятности стремятся к
нулю так, что только в одном n-м испытании np(X) = λ(X), X ⊆ X.
На самом деле, правильнее считать, что стремление вероятностей
к нулю таково, что данное соотношение выполнено во всех первых
n испытаниях. Таким образом, точнее говоря, случайный экспери-
мент заключается в том, что проводится последовательность n-
серий независимых испытаний (серий из n испытаний), и данное
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соотношение выполнено для всех испытаний из n-серии. Тогда n-
серия определяет биномиальное многомерное (N -мерное) распреде-
ление с параметрами (n; p(X),∅ 6= X ⊆ X), которое при n →∞ стре-
мится к многомерному (N -мерному) пуассоновскому с параметрами
(λ(X),∅ 6= X ⊆ X).

Ω Ω Ω
x(1) x(2) x(n)

. . . . . .

z(1) z(2) z(n)

y(1) y(2) y(n)

1 2 . . . n . . .

Рис. 8.9. Схема счетного ряда испытаний Бернулли, порожденная триплетом
событий X = {x, y, z}, определяющая 3-мерное распределение Пуассона с пара-

метрами (λ(x), λ(y), λ(z), λ(xy), λ(xz), λ(yz), λ(xyz)).

Вектор математических ожиданий многомерного распределения
Пуассона равен (Eξx, x ∈ X) = (λx, x ∈ X), где λx =

∑
x∈X λ(X), x ∈

X. Поскольку Cov(ξx, ξy) = λxy, где λxy =
∑
{x,y}⊆X λ(X), {x, y} ⊆

X, то ковариационная матрица имеет вид



λx . . . λxy

. . . . . . . . .
λxy . . . λy


 ,

В двумерном варианте, когда X = {x, y}, суммирование проис-
ходит по одному параметру n(xy) = n({x, y}), который меняется в
пределах границ Фреше:

P(ξ̂ = n̂) = P(ξx = nx, ξy = ny) =

= π
n̂
(λ(x), λ(y), λ(xy)) = e−λ

min{nx,ny}∑

n(xy)=0

[λ(x)]n(x)

n(x)!
[λ(y)]n(y)

n(y)!
[λ(xy)]n(xy)

n(xy)!
,
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Ω

λ(∅) = ∞ λ(x) x

λ(xy) λ(xz)

λ(xyz)

λ(y) λ(yz) λ(z)

y z

Рис. 8.10. Параметры λ(x), λ(y), λ(z), λ(xy), λ(xz), λ(yz), λ(xyz) 3-мерного рас-
пределения Пуассона, порождённого триплетом событий X = {x, y, z}, име-
ют смысл среднего числа наступления соответствующих событий-террасок
ter(x), ter(y), ter(z), ter(xy), ter(xz), ter(yz), ter(xyz). Величина λ(∅), хотя и не
считается параметром, по определению полагается равной бесконечности как

предельное число испытаний, в которых не наступило ни одно из событий.

где n(x) = nx − n(xy), ny = n(y)− n(xy), а λ = λ(x) + λ(y) + λ(xy).
Вектор математических ожиданий двумерного распределения Пуас-

сона равен (Eξx, Eξy) = (λx, λy), где λx = λ(x) + λ(xy), λy =
λ(y) + λ(xy), а ковариационная матрица имеет вид

(
λx λ(xy)

λ(xy) λy

)
,
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так как в двумерном варианте λxy = λ(xy).
Центральные смешанные моменты произвольного порядка вы-

числяются по формулам (см. лемму ниже)

E
∏

x∈X

(ξx−λx) =





λX , 2 ≤ |X| ≤ 3,

λxyzw + λxyλzw + λxzλyw + λxwλyz, |X| = 4,

. . .

где λX =
∑

X⊆Y λ(Y ), X ⊆ X величины, определяемые набором
параметров {λ(X),∅ 6= X ⊆ X} многомерного распределения Пуас-
сона.

Обращение Мёбиуса:

E
∏

x∈X

ξx

λx
=

∑

Y⊆X

E
∏

x∈Y

(
ξx

λx
− 1

)
,

E
∏

x∈X

(
ξx

λx
− 1

)
=

∑

Y⊆X

(−1)|X−Y |E
∏

x∈Y

ξx

λx
,

— две взаимно обратные формулы, которые связывают центральные
смешанные моменты со смешанными моментами случайных величин
ξx, x ∈ X, так как

E
∏

x∈X

(
ξx

λx
− 1

)
=

E
∏

x∈X(ξx − λx)∏
x∈X λx

=
Cov(ξx, x ∈ X)∏

x∈X λx
,

E
∏

x∈X

(
ξx

λx

)
=

E
∏

x∈X ξx∏
x∈X λx

.

Многомерное пуассоновское приближение

Если количество независимых экспериментов n велико, а вероят-
ности px = P(x) событий x ∈ X малы, т.е. малы и вероятности
p(X), ∅ 6= X ⊆ X порождаемых ими событий-террасок ter(X),∅ 6=
X ⊆ X, то для любого набора целых чисел n̂ = (nx, x ∈ X) ∈ [0, n]N
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биномиальные вероятности приближенно выражаются в терминах
многомерного распределения Пуассона:

b
n̂
(n; p(X), ∅ 6= X ⊆ X) ≈ e

−n
∑

X 6=∅ p(X)
∑ ∏

X 6=∅

(np(X))n(X)

n(X)!
,

где суммирование распространяется на такие наборы (n(X),∅ 6=
X ⊆ X), для которых n ≥ ∑

X⊆X n(X) и справедливы N равенств:

nx =
∑

x∈X

n(X), x ∈ X.

В двумерном варианте, когда X = {x, y}, суммирование проис-
ходит по одному параметру n(xy) = n({x, y}), который меняется в
пределах так называемых границ Фреше:

b
n̂
(n; p(x), p(y), p(xy)) ≈ e−n(p(x)+p(y)+p(xy))×

×
min{nx,ny}∑

n(xy)=0

[np(x)]n(x)

n(x)!
[np(y)]n(y)

n(y)!
[np(xy)]n(xy)

n(xy)!
,

где n(x) = nx − n(xy), ny = n(y)− n(xy).
Теорема Пуассона (двумерный вариант).Пусть px → 0, py →

0 при n →∞, причём

np(x) → λ(x), np(y) → λ(y), np(xy) → λ(xy).

Тогда для любого набора целых чисел n̂ = (nx, ny) ∈ [0, n]2 при
n →∞

b
n̂
(n, p(x), p(y), p(xy)) → π

n̂
(λ(x), λ(y), λ(xy)),

где
π

n̂
(λ(x), λ(y), λ(xy)) = e−λ(x)−λ(y)−λ(xy)×

×
min{nx,ny}∑

n(xy)=0

(λ(x))n(x)

n(x)!
(λ(y))n(y)

n(y)!
(λ(xy))n(xy)

n(xy)!

— двумерная пуассоновская вероятность, и n(x) = nx−n(xy), n(y) =
ny − n(xy).

Доказательство вполне воспроизводимо.
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Доказательство. Двумерная биномиальная вероятность

b
n̂
(n; p(x), p(y), p(xy)) =

min{nx,ny}∑

n(xy)={0,nx+ny−n}
mň(n; p(∅), p(x), p(y), p(xy))

— это сумма четырехмерных мультиномиальных вероятностей

mň(n; p(∅), p(x), p(y), p(xy)) =
n!

n(∅)!n(x)!n(y)!n(xy)!
×

×[p(∅)]n(∅)[p(x)]n(x)[p(y)]n(y)[p(xy)]n(xy),

когда параметр n(xy) меняется в пределах границ Фреше. При боль-
ших n значение левой границы Фреше max{0, nx + ny − n} равно 0,
поэтому суммирование в этой формуле распространяется на такие
n(xy), для которых 0 ≤ n(xy) ≤ min{nx, ny}.

Покажем вид пуассоновского приближения мультиномиальных
вероятностей

m(n(∅),n(x),n(y),n(xy))(n) = m(n(∅),n(x),n(y),n(xy))(n; p(∅), p(x), p(y), p(xy)),

вывод которого мы начинаем. Для n(x) = 0, n(y) = 0, n(xy) = 0

m(n,0,0,0)(n) = [p(∅)]n = (1− λ/n)n
,

где λ = λ(x) + λ(y) + λ(xy). Переходя к логарифмам и используя
разложение Тейлора находим

log m(n,0,0,0)(n) = n log(1− λ/n) = −λ− λ2/(2n)− · · · .

Так что для больших n

m(n,0,0,0)(n) ≈ e−λ = e−λ(x)−λ(y)−λ(xy),

где знак ≈ означает приближённое равенство (в данном случае с точ-
ностью до членов порядка n−1). Далее видно, что для произвольных
фиксированных n(x), n(y), n(xy) и достаточно больших n имеем

m(n(∅),n(x),n(y),n(xy))(n)
m(n(∅)+1,n(x)−1,n(y),n(xy))(n)

=
(n(∅) + 1)

np(∅)
λ(x)
n(x)

≈ λ(x)
n(x)

,
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m(n(∅),n(x),n(y),n(xy))(n)
m(n(∅)+1,n(x),n(y)−1,n(xy))(n)

=
(n(∅) + 1)

np(∅)
λ(y)
n(y)

≈ λ(y)
n(y)

,

m(n(∅),n(x),n(y),n(xy))(n)
m(n(∅)+1,n(x),n(y),n(xy)−1)(n)

=
(n(∅) + 1)

np(∅)
λ(xy)
n(xy)

≈ λ(xy)
n(xy)

,

так как при больших n имеют место приближения: (n(∅) + 1)/n ≈
1, p(∅) ≈ 1.

Отсюда последовательно заключаем, что

m(n−1,1,0,0)(n) ≈ λ(x)e−λ, m(n−1,0,1,0)(n) ≈ λ(y)e−λ,

m(n−1,0,0,1)(n) ≈ λ(xy)e−λ,

и в общем случае по индукции получаем

m(n(∅),n(x),n(y),n(xy))(n) =
λ(x)
n(x)!

λ(y)
n(y)!

λ(xy)
n(xy)!

e−λ(x)−λ(y)−λ(xy)

— пуассоновское приближение для четырехмерной мультиномиаль-
ной вероятности, из которого следует утверждение теоремы: пуассо-
новское приближение для двумерной биномиальной вероятности.

Теорема Пуассона (многомерный вариант). Пусть px →
0, x ∈ X при n → ∞, причём np(X) → λ(X) для всех непустых
подмножеств X: ∅ 6= X ⊆ X. Тогда для любого набора целых чисел
n̂ = (nx, x ∈ X) ∈ [0, n]N при n →∞

b
n̂
(n; p(X),∅ 6= X ⊆ X) → π

n̂
(λ(X),∅ 6= X ⊆ X),

где

π
n̂
(λ(X),∅ 6= X ⊆ X) = e

−
∑

X 6=∅ λ(X)
∑

ň

∏

X 6=∅

(λ(X))n(X)

n(X)!

— многомерная пуассоновская вероятность, а суммирование рас-
пространяется на такие наборы ň, для которых nx =

∑
x∈X n(X), x ∈

X. Доказательство также несложно.
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8.10 Заключение

Рассмотренные Э-распределения — это далеко не полный список
распределений, встречающихся в эвентологических исследованиях.
Каждое Э-распределение множества событий определяется и опреде-
ляет соответствующую структуру зависимостей событий. В данный
список распределений не включены два простых Э-распределения,
определяющих вложенную и наименее пересекающуюся структуры
зависимостей, занимающие крайние положения в диапазоне зависи-
мостей множества событий. Примеры использования Э-распределе-
ний вложенных и наименее пересекающихся множеств событий
можно найти в третьей части этой книги.
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Глава 9
ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКИЕ
СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ

Рассматриваются начала эвентологической теории случай-
ных процессов на примере обобщения пуассоновского процес-
са до эвентологического процесса, учитывающего структуру
зависимостей множества событий, события-терраски которого
определяют этот процесс.

9.1 Введение

Новое эвентологическое определение многомерных дискретных рас-
пределений — биномиального (см. стр. 167) и пуассоновского (см.
стр. 181) — позволило по-новому определить многомерный пуассо-
новский процесс и говорить о начале развития теории эвентологи-
ческих случайных процессов, которая предназначена для описания
изменения во времени структур зависимости множеств событий, изу-
чаемых эвентологией. Новизна эвентологической теории случайных
процессов кроется в предположении, что в достаточно малый интер-
вал времени может наступить подмножество событий1 из некоторого
фиксированного конечного множества событий. Такое весьма слабое
предположение открывает возможность применить аппарат матема-
тической эвентологии для изучения динамики структур зависимости
множеств событий.

1В классической теории случайных процессов обычно полагают, что в доста-
точно малый интервал времени может наступить не более одного события.
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9.2 Пуассоновский процесс

Обозначим π(t) — случайную величину, равную числу событий, на-
ступивших за интервал [0, t] — и допустим, что

P(π(∆t) = n) =





0, n < 0,

1− λ∆t + o(∆t), n = 0,

λ∆t + o(∆t), n = 1,

o(∆t), n > 1,

(1)

где o(∆t)/∆t → 0 при ∆t → 0, а λ > 0 — среднее число событий,
наступивших за единицу времени (интенсивность потока событий).
Случайный процесс {π(t), t ∈ T} называется пуассоновским процес-
сом.

Итак, основными свойствами, определяющими пуассоновский про-
цесс, являются следующие:

1) вероятности (1) не меняются со временем;
2) вероятность одновременного наступления двух и более собы-

тий пренебрежимо мала;
3) вероятность наступления событий в интервале (t, t + h] не за-

висит от того, как вел себя процесс до момента t, в частности не
зависит от времени, прошедшего с момента наступления предыду-
щего события.

Из свойств пуассоновского процесса следует, что

P(π(t) = n) = e−λt (λt)n

n!

— случайная величина π(t) имеет распределение Пуассона с пара-
метром λt. В частности, вероятность того, что за интервал [0, t] ни
одно событие не наступит, равна P(π(t) = 0) = e−λt. Поэтому ве-
роятность того, что наступит по крайней мере одно событие, равна
P(π(t) > 1) = 1 − e−λt. Интервал времени между наступлениями
соседних событий — это случайная величина τ , распределенная по
экспоненциальному закону с ф.р.2 F (t) = P(τ 6 t) = 1 − e−λt и
плотностью f(t) = F ′(t) = λe−λt.

2Действительно, F (t) = P(τ 6 t) = 1−P(τ > t) = 1−P(π(t) = 0) = 1− e−λt.
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9.3 Многомерный пуассоновский процесс

Обозначим
π(t) = (πx(t), x ∈ X)

— случайный вектор, x-тая компонента которого πx(t) равна числу
наступления события x ∈ X за интервал [0, t] и имеет пуассоновское
распределение с параметром λxt, а сам случайный вектор имеет мно-
гомерное пуассоновское распределение с параметрами {λ(X)t, ∅ 6=
X ⊆ X}, где

λx =
∑

x∈X

λ(X), x ∈ X.

Многомерным пуассоновским процессом называется семейство слу-
чайных векторов

{π(t) = (πx(t), x ∈ X), t ∈ T},
каждый из которых имеет многомерное пуассоновское распределе-
ние с параметрами {λ(X)t, ∅ 6= X ⊆ X}.

9.4 Эвентологические процессы
пуассоновских событий

Допустим, что

P(K(∆t) = X) =





1− λ∆t + o(∆t), X = ∅,
λ(X)∆t + o(∆t), ∅ 6= X ⊆ X,

o(∆t), X 6⊆ X,

(2)

где o(∆t)/∆t → 0 при ∆t → 0,

λ =
∑

∅ 6=X⊆Xλ(X)

,

а λ(X) > 0 — средние числа событий-террасок ter(X), наступив-
ших за единицу времени (интенсивность потоков событий-террасок).
Событийно-террасно-значный3 случайный процесс

{ter(K(t)), t ∈ T},
3Значениями событийно-террасно-значного случайного процесса служат

события-терраски.
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где
K(t) : (Ω,F ,P) →

(
2X, 22X

)

— случайные множества событий, называется эвентологическим пуас-
соновским процессом множества событий X.

Заметим, что в силу эвентологического принципа дуальности для
любого t ∈ T

P(K(t) = X) = P(ter(X)) = P

( ⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc

)
, X ⊆ X.

9.5 Заключение

В предложенном тексте содержатся лишь определения эвентологи-
ческого многомерного пуассоновского процесса, изучение его свойств
откладывается до следующих публикаций.



Глава 10
ТЕОРИЯ НЕЧЕТКИХ СОБЫТИЙ

Теория нечетких событий — одно из направлений эвенто-
логии, убедительно демонстрирующее эффективность эвенто-
логической теории в познании явлений и процессов, где глав-
ную роль играет разумный субъект. Эвентологическая теория
нечетких событий естественным образом математически обос-
новывает и расширяет теорию нечетких множеств и теорию
возможностей Заде [248, 256], а также теорию свидетельств
Демпстера-Шафера [121, 214] как весьма частные и до сих
пор эвентологически строго не обоснованные подходы в мате-
матическом описании неопределенности.

10.1 Введение

Нечеткие множества, нечеткие суждения, нечеткие выводы име-
ют место там и тогда, где и когда существует и чем-то интересуется
разум. Теория нечетких множеств возникла как ответ на нечеткость
языка, на котором говорит разум. Язык разума не может и не дол-
жен быть четким. Нечеткость языка порождается нечеткими собы-
тиями, которые создает разум и которыми оперирует рассудок. Из
нечетких событий сложен фундамент эвентологии.

Идея эвентологического обоснования теории нечетких множеств
Заде [248, 249] впервые высказана автором в 2004 [48]. Предложен-
ная Лотфи Заде в 1965 теория нечетких множеств, уже успевшая за
сорок лет стать классической и с поразительной легкостью освоить
многие приложения, хотя и обладает давно всеми замеченными оче-
видными аналогиями с теорией вероятностей и теорией случайных
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множеств, до сих пор не имела с ними общих теоретических осно-
ваний. Хотя многочисленные последователи Заде часто без разбору
используют нечеткие множества в самых разных областях, стоит им
заметить там неопределенность того или иного рода, нетрудно обна-
ружить, что теория Заде наиболее успешно применяется там и то-
гда, где и когда нечеткость порождается присутствием человека
и его разума. В этом кроется одно из оправданий эвентологии, тео-
рии случайных нечетких событий [48], возникшей в рамках теории
вероятностей и преследующей единственную цель — эвентологиче-
ски описать движение разума, — теории, которая неожиданно для
стороннего взгляда претендует на создание оригинального и весьма
естественного математического языка для обсуждения общих теоре-
тических оснований неопределенности.

10.2 Краткий обзор развития
теории нечетких множеств Заде

Лишь из наших дней переход от обычной характеристической функ-
ции множества (индикатора множества) к функции принадлежно-
сти, который совершил Лотфи Заде1 в 1965 [248], может показаться
ординарным и даже тривиальным, поскольку был подготовлен всем
ходом развития математики. Действительно, к тому времени уже
были разработаны трехзначная логика Я. Лукасевича2 [183], мно-
гозначная логика Э. Поста3 [201], а также бесконечнозначные ло-
гики. Эти логики отражали идею о недостаточности для познания
закона исключенного третьего, впервые высказанную Л. Брауэром4.

1Заде, Лотфи Аскер (Zadeh, Lotfi Asker, р. 1921) — американский математик.
Основатель теории нечетких множеств (1965), нечеткой логики (1973) и мягких
вычислений (1991).

2Лукасевич, Ян (Lukasiewicz, Jan, 1878–1956) — польский математик и ло-
гик. Построил (1920) первую систему многозначной логики (трехзначная логика
Лукасевича), а с ее помощью систему модальной логики.

3Пост, Эмиль Леон (Post, Emil Leon, 1897–1954) — американский математик
и логик. Обобщил (1921) классическое двузначное исчисление высказываний до
многозначного.

4Брауэр, Лейтзен Эгберт Ян (Brower, Luitzen Egbert Jan, 1881–1966) — гол-
ландский математик. Основные труды по топологии. С 1904 проводил критику
так называемых чистых доказательств существования, опирающихся на логиче-
ский принцип исключенного третьего, что в конечном итоге положило начало
целому направлению в обоснованиях математики — математическому интуи-
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Уже имелись методы теории вероятностей, позволявшие работать
с функциями распределения, и квантовая физика со своим прин-
ципом неопределенностей. А американский философ М. Блэк5 [108],
исследовавший феномен нечеткости, ввел так называемые «профили
согласованности» — прямые предшественники функций принадлеж-
ности.

Но вряд ли этот переход — просто результат сознательной работы
Л. Заде, опиравшегося на некоторые теперь кажущиеся прозрачны-
ми аналогии с перечисленными подходами. Скорее, это — продукт
его бессознательного, его интуиции, вдохновленной не столько успе-
хами многозначных логик, теории вероятностей и квантовой физики,
сколько стремлением сблизить математический язык с тем нечетким
и единственно возможным для разума языком, который разум со-
здал сам, будучи неспособным создать что-то более четкое, да и не
имея к этому ни малейшего желания. То, что обстоятельства скла-
дывались именно так, подтверждает ничем не прикрытое удоволь-
ствие, с которым Л. Заде отдал центральную роль в теории нечетких
множеств своей «лингвистической переменной» [255].

Вместе с тем сказав «а» в 1965, т.е. предложив использовать
функцию принадлежности вместо индикатора, Л. Заде до сих пор не
произнес «б», так и не ответив, откуда «берутся» эти самые функ-
ции принадлежности, а заодно и операции над ними. Следствием
этой недосказанности служит «зоопарк» операций над нечеткими
множествами, за последние годы разросшийся в рамках этой теории
до неприличных размеров, в основном благодаря усилиям чересчур
усердных последователей Л. Заде.

Московская школа нечетких множеств, мягких вычислений и ис-
кусственного интеллекта в последние годы [88] почти вплотную по-
дошла к ответу на этот фундаментальный вопрос — к осознанию
нечеткости, основанной на «очеловечивании» моделей, ради кото-
рой и только ради которой стоит «городить огород» нечеткой мате-
матики. Однако решающего шага так и не было сделано. Осознание
«очеловеченной» нечеткости ограничилось философскими немате-
матическими рассуждениями, которые иногда доходили до возведе-
ния неприлично разросшегося «зоопарка» операций над нечеткими

ционизму.
5Блэк, Макс (Black, Max, 1909–1988) — американский философ и логик. Ос-

новные труды по философии языка, философии математики, науки и искусства.
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множествами в ранг определения самой нечеткости. Но это — путь
в никуда.

Нынче на решающий шаг — открытое и «бесстрашное» введе-
ние разума в предмет математического исследования — способна,
пожалуй, лишь эвентология, в частности эвентологическая теория
нечетких событий, открывшая создателя нечеткости в разуме, ко-
торый, как и материя, есть «просто удобный способ связывания со-
бытий в череду». Надеюсь, эвентология, вооруженная уже достаточ-
но мощным математическим событийным аппаратом, будет иметь
время и случай6, чтобы попытаться эвентологически представить,
как разум создает нечеткость в окружении материи, порождающей
случайность.

10.2.1 Основные определения теории Заде

Кратко изложим основытеории нечетких множеств Заде [248, 249]
на примере понятия нечеткого события Заде, чтобы иметь возмож-
ность сравнить уже успевшую стать классической теорию нечет-
ких множеств с только что появившейся на свет эвентологической
теорией нечетких событий. Нечетким событием Заде Ã в про-
странстве элементарных событий Ω называется совокупность пар(
Z

Ã
(ω), ω

)
, ω ∈ Ω, где Z

Ã
: Ω → [0, 1] — функция степени при-

надлежности7 элементарного события ω нечеткому событию Ã,
или в иных обозначениях: Z

Ã
(ω) = Z

(
ω ∈ Ã

)
, ω ∈ Ω. Высотой

нечеткого события Заде Ã называется максимум его функции при-

6«...не проворным дается успешный бег, не храбрым — победа, не мудрым —
хлеб, и не у разумных богатство, и не искусным — благорасположение, но время
и случай для всех их». — Библия, Екклесиаст, 9–11.

7Традиционно в теории нечетких множеств для обозначения функции сте-
пени принадлежности используется греческая буква µ, происхождение которой,
скорее всего, связано с начальной буквой английского слова membership (при-
надлежность). К сожалению, в эвентологии нечетких событий эта буква играет
решающую роль: µ обозначает индивидуальный разум, а множество индивиду-
альных разумов обозначается M. Буквы µ, M, M и M выбраны эвентологами
как напоминающие об английском слове mind (разум). Поэтому во избежание
недоразумений нам пришлось пожертвовать традицией теории Заде и вместо µ
использовать букву Z, связанную с именем основателя Заде, для обозначения
введенной им функции принадлежности, в чем мы приносим свои искренние
извинения последователям этой теории: поверьте, другого выхода мы не нашли.
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надлежности height(Ã) = maxω∈Ω ZÃ
(ω). Если высота нечеткого со-

бытия Заде равна единице, оно называется высоким, иначе — невы-
соким. Глубиной нечеткого события Заде Ã называется минимум
его функции принадлежности deep(Ã) = minω∈ΩZÃ

(ω). Если глуби-
на нечеткого события Заде равна нулю, оно называется глубоким,
иначе — неглубоким. Носителем нечеткого события Заде Ã называ-
ется событие supp(Ã) = {ω ∈ Ω : Z

Ã
(ω) > 0}, элементарные события

которого имеют ненулевые степени принадлежности.
Невозможным нечетким событием Заде называется событие

∼
∅,

носитель которого является невозможным событием: supp(
∼
∅) = ∅.

Ядром нечеткого события Заде Ã называется событие core(Ã) ⊆ Ω,
элементарные события которого имеют единичные степени принад-
лежности core(Ã) = {ω ∈ Ω : Z

Ã
(ω) = 1}. Достоверным нечетким

событием Заде называется событие
∼
Ω, ядро которого является до-

стоверным событием: core(
∼
Ω) = Ω. Событием-срезом (или событи-

ем уровня) нечеткого события Заде Ã называется событие Aα ⊆ Ω,
элементарные события которого имеют степени принадлежности, не
меньшие α: Aα = {ω ∈ Ω : α 6 Z

Ã
(ω)}, α ∈ [0, 1]. Нечеткие собы-

тия Заде Ã и B̃ равны, когда их функции принадлежности совпадают
на Ω: Ã = B̃ ⇐⇒ Z

Ã
(ω) = Z

B̃
(ω), ω ∈ Ω. Приведем также

основные операции над нечеткими событиями, предложенные Заде
[248, ?]. Дополнением нечеткого события Ã называется нечеткое со-
бытие Ãc с функцией принадлежности Z

Ãc(ω) = 1 − Z
Ã
(ω), ω ∈ Ω.

Пересечением нечетких событий Ã и B̃ называется нечеткое событие
Ã∩B̃ с функцией принадлежности Z

Ã∩B̃
(ω) = min

{
Z

Ã
(ω), Z

B̃
(ω)

}
,

ω ∈ Ω. Объединением нечетких событий Ã и B̃ называется нечеткое
событие Ã∪ B̃ с функцией принадлежности Z

Ã∪B̃
(ω) = max

{
Z

Ã
(ω),

Z
B̃

(ω)
}
, ω ∈ Ω. Кроме классических операций в теории нечетких

множеств Заде предложены обобщающие их бинарные операции β :
[0, 1]× [0, 1] → [0, 1], которые удовлетворяют четырем аксиомам (мо-
нотонности, ассоциативности, коммутативности и граничного усло-
вия). Эти бинарные операции называются треугольной нормой и
треугольной конормой8.

8Понятие треугольной нормы и треугольной конормы появилось в 1951 в
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Треугольная норма T (a, b) Треугольная конорма S(a, b) Приме-
чания

min{a, b} max{a, b} по
Заде

ab a + b − ab веро-
ятно-
стная

max{0, a + b − 1} min{1, a + b}
по
Лука-
севичу

лог-
опера-
цияlogλ

{
1 +

(λa − 1)(λb − 1)

λ − 1

}
1−logλ

{
1+

(λ1−a − 1)(λ1−b − 1)

λ − 1

}
λ > 0
λ 6= 1

по
Фран-
ку

{
TZ , λ = 0,

T0, λ = 1,

TL, λ = +∞,

T λ
log

, иначе.

{
SZ , λ = 0,

S0, λ = 1,

SL, λ = +∞,

Sλ
log

, иначе.

ab δ

(
0, (1 − a)(1 − b)

)
1 − (1 − a)(1 − b) δ

(
1, 1 − ab

) дельта-
опера-
ция

ab

1 + (1 − a)(1 − b)

a + b

1 + ab

по
Эйн-
штейну

ab

λ + (1 − λ)(a + b − ab)

a + b − (2 − λ)ab

1 − (1 − λ)ab

λ > 0

при
λ = 2
равна
опера-
ции по
Эйн-
штейну(

1 + λ

√(
1
a
− 1

)λ
+

(
1
b
− 1

)λ

)−1 (
1+ −λ

√(
1
a
−1

)−λ
+
(

1
b
−1

)−λ

)−1

λ > 0

1−λ
√

(1 − a)λ+(1 − b)λ+(1 − a)λ(1 − b)λ λ
√

aλ + bλ + aλbλ λ > 0

ab

max{a, b, λ}
a + b − ab −min{a, b, 1 − λ}

max{1 − a, 1 − b, λ}
λ∈[0, 1]

max

{
0, 1 − λ

√
(1 − a)λ + (1 − b)λ

}
min

{
1,

λ
√

aλ + bλ

}
λ > 1

max

{
0,

a + b − 1 + λab

1 + λ

}
min

{
1, a + b + λ

1+λ
ab

}
λ > −1

Таблица 10.1. «Зоопарк» взаимно дополнительных бинарных операций в теории
нечетких множеств Заде.
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Треугольной нормой называется бинарная операция T : [0, 1] ×
[0, 1] → [0, 1], удовлетворяющая четырем аксиомам:

1. b 6 c → T (a, b) 6 T (a, c) и T (b, a) 6 T (c, a) (монотонность);
2. T (T (a, b), c) = T (a, T (b, c)) (ассоциативность);
3. T (a, b) = T (b, a) (коммутативность);
4. T (a, 1) = T (1, a) = a (граничное условие).

Треугольной конормой называется бинарная операция S : [0, 1]×
[0, 1] → [0, 1], удовлетворяющая четырем аксиомам:

1. b 6 c → S(a, b) 6 S(a, c) и S(b, a) 6 S(c, a) (монотонность);
2. S(S(a, b), c) = S(a, S(b, c)) (ассоциативность);
3. S(a, b) = S(b, a) (коммутативность);
4. S(a, 0) = S(0, a) = a (граничное условие).

Треугольная норма T и треугольная конорма S называются до-
полнительными бинарными операциями, если T (a, b) + S(1 − a, 1 −
b) = 1 для (a, b) ∈ [0, 1] × [0, 1]. Наибольшей популярностью в тео-
рии Заде пользуются три пары дополнительных треугольных норм и
конорм. 1) Пересечение и объединение по Заде: TZ(a, b) = min{a, b},
SZ(a, b) = max{a, b}. 2) Пересечение и объединение по Лукасевичу :
TL(a, b) = max{0, a + b− 1}, SL(a, b) = min{1, a + b}. 3) Вероятност-
ное пересечение и объединение: T0(a, b) = ab, S0(a, b) = a + b − ab.
Используемые в теории Заде дополнительные бинарные операции
треугольной нормы и конормы собраны в приведенной выше табли-
це.

10.2.2 Эвентологическая модификация
операций Заде

Бинарные операции β : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1], которые удовлетворяют
четырем аксиомам (монотонности, ассоциативности, коммутативно-
сти и граничного условия) и называются треугольными нормами
и треугольными конормами, используются в теории нечетких мно-
жеств в качестве обобщения классических операций над нечеткими
множествами, введенных еще Л.Заде.

вероятностной геометрии у К. Менгера [189]. В дальнейшем треугольные нормы
и конормы были подробно исследованы Б. Швейцером и А. Скларом [210].
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С точки зрения эвентологии, для теории нечетких событий Заде
оказывается вполне достаточным более узкий класс бинарных опера-
ций над нечеткими событиями, которые определяются как треуголь-
ные нормы и конормы, удовлетворяющие еще одной дополнительной
аксиоме: неравенствам Фреше [?], и для которых поэтому исполь-
зуются специальные названия: границы пересечения и границы объ-
единения соответственно. Обратимся к строгим определениям. Гра-
ницей пересечения называется бинарная операция T : [0, 1]× [0, 1] →
[0, 1], удовлетворяющая пяти аксиомам:

1. b 6 c → T (a, b) 6 T (a, c) и T (b, a) 6 T (c, a) (монотонность);
2. T (T (a, b), c) = T (a, T (b, c)) (ассоциативность);
3. T (a, b) = T (b, a) (коммутативность);
4. T (a, 1) = T (1, a) = a (граничное условие);
5. max{0, a + b− 1} 6 T (a, b) 6 min{a, b} (неравенства Фреше).

Границей объединения называется бинарная операция S : [0, 1]×
[0, 1] → [0, 1], удовлетворяющая пяти аксиомам:

1. b 6 c → S(a, b) 6 S(a, c) и S(b, a) 6 S(c, a) (монотонность);
2. S(S(a, b), c) = S(a, S(b, c)) (ассоциативность);
3. S(a, b) = S(b, a) (коммутативность);
4. S(a, 0) = S(0, a) = a (граничное условие);
5. max{a, b} 6 S(a, b) 6 min{1, a + b} (неравенства Фреше).

Границы пересечения T и границы объединения S называются
дополнительными бинарными операциями, если T (a, b)+S(1−a, 1−
b) = 1 для (a, b) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Пользующимся наибольшей популярностью в теории Заде трем
парам дополнительных бинарных операций над нечеткими множе-
ствами соответствуют следующие эвентологические модификации:
три пары дополнительных границ пересечений и границ объединений
нечетких событий, соответственно получивших новые эвентологиче-
ские названия и обозначения. Все вместе они называются операци-
ями Фреше9. 1) Правая граница пересечения и левая граница объ-
единения по Фреше (пересечение и объединение по Заде): Tr(a, b) =

9Необходимо уточнить, что, строго говоря, операции Фреше (точно так же,
как и операции Заде) выполняются не над самими нечеткими событиями (в эвен-
тологическом смысле), а всего лишь над их функциями принадлежности, так как
в теории Заде нечеткое событие — это не более чем функция принадлежности,
заданная на пространстве элементарных событий.
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Граница пересечения Граница объединения Название
T (a, b) S(a, b) = 1 − T (1 − a, 1 − b)

Z min{a, b} max{a, b} правая граница
пересечения и
левая граница
объединения по
Фреше (пересече-
ние и объединение
по Заде)

0 ab a + b − ab вероятностно-
независимые гра-
ницы пересечения
и объединения

L max{0, a + b − 1} min{1, a + b} левая граница
пересечения и
правая граница
объединения по
Фреше (пересече-
ние и объединение
по Лукасевичу)

границы пересе-
чения и объеди-
нения по Фреше
(ϕ — коэффици-
ент корреляции
Фреше)

F

{
(1 − ϕ)T0+ϕTZ , ϕ ∈ [0, 1],

(1 + ϕ)T0−ϕTL, ϕ ∈ [−1, 0].

{
(1 − ϕ)S0+ϕSZ , ϕ ∈ [0, 1],

(1 + ϕ)S0−ϕSL, ϕ ∈ [−1, 0].

Таблица 10.2. Эвентологическая модификация взаимно дополнительных бинар-
ных операций из теории нечетких событий Заде.

min{a, b}, Sl(a, b) = max{a, b}. 2) Левая граница пересечения и пра-
вая граница объединения по Фреше (пересечение и объединение по
Лукасевичу): Tl(a, b) = max{0, a + b − 1}, Sr(a, b) = min{1, a + b}.
3) Вероятностно-независимое пересечение и объединение: T0(a, b) =
ab, S0(a, b) = a + b− ab.

Напомним кратко, как определяется корреляция случайных со-
бытий по Фреше, и заодно, чтобы облегчить употребление этого
немного тяжеловесного термина, введем более компактный синоним:
Фреше-корреляция случайных событий. Пусть X ⊆ X ⊆ F — произ-
вольное подмножество множества избранных событий X, выбранных
из алгебры F вероятностного пространства (Ω, F,P). Арной Фреше-
корреляцией подмножества событий X ⊆ X называется величина

KorX =





KovX /F+
X , KovX > 0,

KovX /F−X , KovX 6 0,

где −F−X = −min
{∏

x∈X P(x),
∏

x∈X P(x) +
∑

x∈X P(xc)− 1
}
— ле-
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вая граница Фреше, а F+
X = −minx∈X P(x) − ∏

x∈X P(x) — пра-
вая граница Фреше для арной ковариации KovX = P

(⋂
x∈X x

) −∏
x∈X P(x) того же подмножества событий X ⊆ X. Итак, поскольку

для произвольного X ⊆ X −F−X 6 KovX 6 F+
X , то значения арной

Фреше-корреляции произвольного подмножества событий X ⊆ X
всегда лежат в интервале [−1, 1]: −1 6 KorX 6 1. Непосредственно из
определения Фреше-корреляции двух событий x ∈ X и y ∈ X следует,
что если их вероятности фиксированы: a = P(x), b = P(y), то левая
и правая Фреше-границы парной ковариации любых двух событий
с такими же вероятностями одинаковы −F−xy = max {0, a + b− 1} −
ab, F+

xy = min {a, b} − ab. Дополнительные бинарные операции пе-
ресечения и объединения по Фреше обобщают все три наиболее из-
вестные пары дополнительных бинарных операций, так как

Tϕ
F =





TZ , ϕ = 1,

T0, ϕ = 0,

TL, ϕ = −1,

Sϕ
F =





SL, ϕ = 1,

S0, ϕ = 0,

SZ , ϕ = −1.

Популярность данных трех пар дополнительных бинарных операций
в теории нечетких множеств Заде эвентологически объясняется тем,
что каждой такой паре соответствует одна из трех основных эвен-
тологических структур зависимостей событий: вложенная, непере-
секающаяся и независимая. Пересечения и объединения по Фреше
для произвольного параметра ϕ ∈ [−1, 1] соответствуют эвентологи-
ческим структурам зависимости событий с коэффициентом парной
корреляции Фреше, равным ϕ.

Лемма (о смысле параметра в операциях Фреше). Параметр ϕ в
операциях Фреше Tϕ

F (a, b) и Sϕ
F (a, b) имеет смысл корреляции Фреше

событий x и y, вероятности которых равны a и b соответственно:
ϕ = Korxy.

Доказательство проведем только для операции пересечения Фре-
ше Tϕ

F , потому что для операции объединения Фреше Sϕ
F оно пол-

ностью аналогично. Рассмотрим два события x, y ∈ F, вероятности
которых равны a = P(x) и b = P(y), а P(x ∩ y) = Tϕ

F (a, b) — веро-
ятность пересечения определяется операцией пересечения Фреше с
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параметром ϕ, т.е.

P(x ∩ y) =

{
(1− ϕ)T0(a, b) + ϕTZ(a, b), ϕ ∈ [0, 1],
(1 + ϕ)T0(a, b)− ϕTL(a, b), ϕ ∈ [−1, 0].

Заметим предварительно, что левая и правая границы Фреше для
ковариации событий x и y выражаются через операции TZ , T0 и TL

по формулам: −F−xy = max {0, a + b− 1} − ab = TL(a, b) − T0(a, b),
F+

xy = min {a, b}− ab = TZ(a, b)− T0(a, b), а их парная ковариация по
определению равна Kovxy = P(x∩ y)−P(x)P(y) = = P(x∩ y)− ab =
P(x ∩ y) − T0(a, b). Вычислим Фреше-корреляцию событий x и y в
двух ситуациях. 1) Пусть ϕ ∈ [0, 1], тогда

Korxy =
Kovxy

F+
xy

=
P(x ∩ y)− T0(a, b)
TZ(a, b)− T0(a, b)

=

=
(1− ϕ)T0(a, b) + ϕTZ(a, b)− T0(a, b)

TZ(a, b)− T0(a, b)
= ϕ.

2) Пусть ϕ ∈ [−1, 0], тогда

Korxy =
Kovxy

F−xy
=

P(x ∩ y)− T0(a, b)
−TL(a, b) + T0(a, b)

=

=
(1 + ϕ)T0(a, b)− ϕTL(a, b)− T0(a, b)

−TL(a, b) + T0(a, b)
= ϕ.

Лемма доказана.
Еще раз подчеркнем, что в теории нечетких множеств Заде под

нечетким событием понимается всего лишь функция принадлежно-
сти, заданная на пространстве элементарных событий и принима-
ющая числовые значения из единичного отрезка. Поэтому то́, что в
данной теории называется бинарной операцией над двумя нечеткими
событиями, на самом деле представляет из себя бинарную операцию
над значениями двух функций принадлежности, т.е. отображение
вида: β : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1], которое каждой паре чисел (a, b) из
[0, 1] × [0, 1] сопоставляет число β(a, b) из [0, 1]: β : (a, b) → β(a, b).
При помощи каждого отображения β можно любой паре функций
принадлежности f : Ω → [0, 1], g : Ω → [0, 1], сопоставить
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третью функцию принадлежности h : Ω → [0, 1], которая называ-
ется результатом бинарной операции «β» и определяется формулой
h(ω) = β

(
f(ω), g(ω)

)
для любого ω ∈ Ω.

10.2.3 Обобщенные операции Фреше
в обозначениях теории Заде

Обобщенные бинарные операции Фреше. Если позволить параметру
ϕ зависеть от a и b, т.е. быть произвольным полем

ϕ : [0, 1]× [0, 1] → [−1, 1]

со значениями из [−1, 1], то получим обобщенные бинарные операции
пересечения и объединения по Фреше:

TΦ
F (a, b) =





(1− ϕab)T0(a, b) + ϕabTZ(a, b), ϕab ∈ [0, 1],

(1 + ϕab)T0(a, b)− ϕabTL(a, b), ϕab ∈ [−1, 0],

SΦ
F (a, b) =





(1− ϕab)S0(a, b) + ϕabTL(a, b), ϕab ∈ [0, 1],

(1 + ϕab)S0(a, b)− ϕabSZ(a, b), ϕab ∈ [−1, 0],

каждая из которых определяется собственным полем парных Фреше-
корреляций Φ =

{
ϕab, (a, b) ∈ [0, 1]× [0, 1]

}
.

Обобщенные арные операции Фреше. Если позволить ϕ зависеть
от произвольного подмножества параметров A = {a, b, . . . , c} ⊆ A =
{a, b, . . . , z}, т.е. быть произвольными полями

ϕA : [0, 1]× . . .× [0, 1]︸ ︷︷ ︸
|A|

→ [−1, 1]

со значениями из [−1, 1], то получим обобщенные арные операции
пересечения и объединения по Фреше:

TΦ
F (A) =





(1− ϕA)T0(A) + ϕATZ(A), ϕA ∈ [0, 1],

(1 + ϕA)T0(A)− ϕATL(A), ϕA ∈ [−1, 0],
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SΦ
F (A) =





(1− ϕA)S0(A) + ϕATL(A), ϕA ∈ [0, 1],

(1 + ϕA)S0(A)− ϕASZ(A), ϕA ∈ [−1, 0],

каждая из которых определяется собственным полем арных Фреше-
корреляций Φ =

{
ϕA, A ⊆ A

}
.

10.3 Нечеткие события в эвентологии

Для начала, чтобы при восхождении на вершину эвентологии10, име-
нуемую «нечеткие события», окидывать ее, приближающуюся, све-
жим и наивным взглядом, надо, отбросив все сомнения, покорно со-
гласиться с тем, что в мире реального (материи) и идеального (ра-
зума) не существует ничего, кроме событий11: «материя и разум —
это всего лишь два удобных способа связывания событий в череду».
Разум наблюдает существование материи в виде череды событий и
сам существует как череда событий. Любая частная материя, как и
любой частный разум, всякий раз определяется той или иной чере-
дой событий, иными словами, тем или иным множеством событий,
и следовательно, тем или иным нечетким событием.

10.3.1 Случайный и нечеткий эксперименты

Изложение стандартного университетского курса теории вероятно-
стей начинается с понятия случайного эксперимента. Классически-
ми примерами случайного эксперимента служат «подбрасывание мо-
неты» и «бросание кости» (рис. 10.1).

В эвентологии случайный эксперимент заменяется нечетким экс-
периментом, чтобы начать с этого нового понятия изложение эвен-
тологической теории нечетких событий. Классический пример нечет-
кого эксперимента — «создание кучи зерна» (рис. 10.2).

10Если эвентология — это вершина теории вероятностей, то нечеткое событие —
это уникальный и неприступный до самого последнего времени пик эвентологии,
заставляющий эвентологов вновь и вновь подниматься к его вершине отовсюду,
где бы они ни находились.

11Любое событие всегда случайно и имеет вероятность, а достоверное собы-
тие — это всего лишь событие, наступающее с вероятностью единица. Поэтому
привычный термин «случайное событие» явно избыточен и может обоснованно
считаться тавтологией.
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Рис. 10.1. Случайные эксперименты «подбрасывание монеты» и «бросание ко-
сти»

Рис. 10.2. Нечеткий эксперимент «создание кучи зерна»
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Фундаментальное отличие между нечетким экспериментом и
случайным экспериментом заключается в непосредственном уча-
стии в нечетком эксперименте множества индивидуальных разумов
M. Для классического случайного эксперимента требуется только
монета (coin) или кость (die), арена (arena) и ничего больше. Ис-
ходы случайного эксперимента н е з а в и с я т о т точки зрения
каких бы то ни было индивидуальных разумов. В то время как для
определения нечеткого эксперимента «создание кучи зерна» и для
его проведения требуется следующее:

• воронка (a funnel) с зерном (grain) и с задвижкой (a bolt), которая
может быть закрытой (closed) или открытой (opened), давая или
не давая возможность зерну высыпаться на плоскую арену ;

• индивидуальные разумы µ ∈ M, расположившиеся вокруг арены и
наблюдающие за зерном, высыпающимся из воронки на арену, после
того как задвижка в очередной раз была открыта.

Нечеткий эксперимент немыслим без участия множества инди-
видуальных разумов, составляющих неотъемлемую часть нечеткого
эксперимента. Каждый индивидуальный разум — участник нечет-
кого эксперимента — имеет свое собственное мнение о том, может
ли высыпавшееся зерно рассматриваться как куча зерна или нет.
Все их мнения формируют нечеткое событие как исход нечеткого
эксперимента.

Обозначим x = «a heap of grain» — имя нечеткого события «со-
здание кучи зерна», которое наступает нечетко в результате нечетко-
го эксперимента, и пусть xµ — это обычное колмогоровское событие,
которое наступает, когда индивидуальный разум µ считает, что «ку-
ча зерна» высыпалась из воронки. Эвентология определяет нечеткое
событие «x с волной»:

∼
x = {xµ, µ ∈ M}

как множество обычных колмогоровских событий xµ, когда µ ∈ M.
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M

xµ

Ω

Рис. 10.3. Нечеткое событие ∼x = {xµ : µ ∈ M} как «расслоение» частной материи
x разумом M. Семиугольник — символическое изображение совокупного разума
M, «светящего» сквозь частные разумы µ ∈ M — инструменты наблюдения за
частной материей x, которую он наблюдает («осознает») как нечеткое событие
∼
x = xM. При этом каждый частный разум µ выбирает («освещает») свой слой

частной материи x, наблюдая («осознавая») его как событие xµ ⊆ Ω.

10.3.2 Определения и обозначения

Пусть (Ω,F,P) — вероятностное пространство12, а X и M — два
конечных множества, природа элементов которых x ∈ X и µ ∈ M
нас пока не интересует.

Матрица избранных событий

При помощи двух конечных множеств X и M определим матри-
цу избранных случайных событий как множество событий XM =
{xµ, x ∈ X, µ ∈ M} , где xµ ∈ F — измеримые относительно алгебры
F случайные события. Таким образом, каждая пара (x, µ) ∈ X ×M
определяет одно случайное событие xµ ⊆ Ω. Введем также «есте-
ственные», на наш взгляд, обозначения для произвольных подмно-

12Вероятностное пространство (Ω, F,P) — эвентологическое пространство —
описывает исходы вселенского эксперимента, именуемого «бытие», а каждое ω ∈
Ω — состояние «бытия» в соответствующий момент времени.
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Ω

xµ

X

Рис. 10.4. Нечеткое событие v
µ = {xµ : x ∈ X} как «расслоение» частного разума

µ материей X. Семиугольник — символическое изображение совокупной материи
X, наблюдаемой («осознаваемой») частным разумом µ как нечетким событием
v
µ = Xµ. Частный разум µ наблюдает материю X, выбирая («освещая») в каждой
частной материи x ∈ X свой слой, который он наблюдает («осознает») в виде

события xµ ⊆ Ω.

жеств событий, образующих эту матрицу, иначе говоря, для произ-
вольных «подматриц» этой «матрицы» XW = {xµ, x ∈ X, µ ∈ W} ⊆
XM, где X ⊆ X, W ⊆ M. К наиболее важным «подматрицам» от-
носятся «строки» событий xM = {xµ, µ ∈ M} ⊆ XM, x ∈ X, и
«столбцы» событий Xµ = {xµ, x ∈ X} ⊆ XM, µ ∈ M, а также «под-
строки» событий xW = {xµ, µ ∈ W} ⊆ xM и «подстолбцы» событий
Xµ = {xµ, x ∈ X} ⊆ Xµ.

Операторы нечеткости — «создания множества событий»

Определим теперь операторы «создания множества событий»13,
которые также будем называть операторами «создания нечетко-
сти», или еще короче — операторами нечеткости. Даже краткий

13В последующих работах мы намерены попытаться определить обратные им
операторы «колла́пса множества событий» — «коллапсирования множества
событий в одно событие». Колла́пс (от лат. collápsus — упавший) — обвал, об-
рушение, а также редукция, исчезновение.



212 Эвентология

(∼)

X





. . .
∼
x
. . .
∼
y
. . .
∼
z
. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . xλ . . . xµ . . . xν . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . yλ . . . yµ . . . yν . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . zλ . . . zµ . . . zν . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . .
v
λ . . .

v
µ . . .

v
ν . . .︸ ︷︷ ︸

(∼)

M

Рис. 10.5. Матрица избранных событий XM = {xµ, x ∈ X, µ ∈ M}, множества
элементов «строк» которой xM = {xµ, µ ∈ M} определяют нечеткие события
∼
x = xM, образующие множество

(∼)

X = {∼x, x ∈ X}, а множества элементов
«столбцов» Xµ = {xµ, x ∈ X} — нечеткие события v

µ = Xµ, образующие мно-

жество
(∼)

M = {v
µ, µ ∈ M}.

опыт построения начал теории нечетких случайных событий14 то
там, то здесь, под самыми разными предлогами, раз за разом вос-
крешает из небытия одно и то же обозначение: ∼x, которое, хотя и
возникает в разных обстоятельствах, имеет одну и ту же сущность.
Это обозначение можно при определенной доле воображения при-
нять за результат действия некоего оператора «∼» на некое x ∈ X.
Действие этого оператора «∼» на x создает множество событий

∼
x = {xµ, µ ∈ M}, (1)

образованное событиями xµ ⊆ Ω, наступление которых те, кто име-
ют имена µ ∈ M, «связывают» с тем, что имеет имя x ∈ X. Другим

14Эвентологии — теории нечетких случайных событий предназначена роль
математического инструмента для изучения движения разума — разума, кото-
рый вносит нечеткость во все, чего касается и над чем задумывается: «разум
возникает тогда и там, когда и где возникает способность нечеткого выбо-
ра», или еще отчетливее: «как только где-то возникает способность нечеткого
выбора, тотчас там возникает разум».
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оператором «v» (аналогичным оператору «∼» во всем, кроме мно-
жества, его порождающего) можно пытаться воздействовать и на
некое µ ∈ M, чтобы создать множество событий

v
µ = {xµ, x ∈ X}, (2)

образованное событиями xµ ⊆ Ω, наступление которых тот, кто име-
ет имя µ ∈ M, «связывает» с теми, что имеют имена x ∈ X. Мно-
жества событий в соотношениях (1) и (2) существенно отличаются
друг от друга: первое порождено множеством M, а второе — множе-
ством X, а в терминологии матрицы избранных событий XM: первое
соответствует «строке» xM = ∼

x, а второе — «столбцу» Xµ = v
µ этой

матрицы. Подчеркнем еще раз, что результат применения оператора
«∼» к x ∈ X обозначается ∼

x, а результат применения оператора «v»
к µ ∈ M обозначается v

µ. Оператор «∼» называется M-оператором,
а оператор «v» — X-оператором «создания множества событий».
Для краткости оба этих оператора будем также называть операто-
рами M-нечеткости и X-нечеткости соответственно.

Распространение действия операторов нечеткости c имени на мно-
жество имен. С технической точки зрения оказывается полезным рас-
пространить применение операторов нечеткости с отдельного имени
события x ∈ X или разумного субъекта µ ∈ M на произвольное под-
множество таких имен: X ⊆ X или W ⊆ M следующим стандартным
образом:

X̃ = {Xµ, µ ∈ M},
где Xµ = {xµ, x ∈ X}, а X ⊆ X — произвольное подмножество имен
событий,

v
W = {Wx, x ∈ X},

где Wx = {xµ, µ ∈ W}, а W ⊆ M — произвольное подмножество
имен разумных субъектов.

В результате подобного расширенного толкования оператора нечет-
кости получаются нечеткие множества событий X̃ и

v
W , опреде-

ляемые соответствующими множествами имен X ⊆ X и W ⊆ M,
свойства которых полностью аналогичны свойствам нечетких собы-
тий ∼

x и v
µ соответственно. Кроме того, смысл понятия нечеткого со-

бытия без изменений переносится на понятие нечеткого множества
событий. Действительно, оба нечетких множества событий X̃ или

v
W
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определяются как множество множеств событий Xµ или Wx, связан-
ных с одним и тем же множеством имен X или W соответственно.
При этом все множества Xµ или Wx, хотя и состоят из одного и того
же количества событий, равного |X| или |W |, отличаются друг от
друга как равномощные множества, состоящие из различных собы-
тий.

В заключение заметим, что понятие нечеткого множества собы-
тий не следует путать с понятием множества нечетких событий,
определение которого опирается на принцип Минковского и будет
дано в следующем разделе.

Операторы нечеткости по Минковскому
— «создания множества событий по Минковскому»

Принцип Минковского позволяет превратить операторы «∼» и «v» в
операторы «создания множества событий по Минковскому», обозна-
чаемые «(∼)» и «(v)» соответственно, распространив действие этих
операторов с элементов x ∈ X или µ ∈ M на множества этих элемен-
тов X или M, а также на их произвольные подмножества X ⊆ X или

W ⊆ M стандартным образом:
(∼)

X = {∼x, x ∈ X},
(∼)

X = {∼x, x ∈ X}, и
(∼)

M = {v
µ, µ ∈ M},

(v)

W = {v
µ, µ ∈ W}.

«Игра» обозначений

Введение операторов «∼», «v» и «(∼)», «(v)», создающих для неко-
торых подмножеств матрицы избранных событий XM еще одно «па-
раллельное» обозначение, открыло возможность «поиграть» в обо-
значения, в частности, для того, чтобы проверить техническую ра-
ботоспособность всей вновь вводимой системы обозначений теории
нечетких случайных событий. Строго говоря, то, что некоторое под-
множество матрицы XM имеет два обозначения, — это совершенно
тривиальное «микроутверждение», доказательство которого следу-
ет непосредственно из определения данных операторов. Рассмотрим
основные из подобных «микроутверждений».

Микроутверждение 1. X̃ =
(∼)

M. Доказательство. X̃ =

{Xµ, µ ∈ M} = {v
µ, µ ∈ M} =

(∼)

M, так как для каждого фикси-
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рованного µ ∈ M соответствующий «столбец» матрицы XM имеет
два обозначения Xµ = {xµ, x ∈ X} = v

µ в силу определения v
µ —

действия на µ ∈ M оператора «v».

Микроутверждение 2. M̃ =
(∼)

X . Доказательство. M̃ =

{xM, x ∈ X} = {∼x, x ∈ X} =
(∼)

X , так как для каждого фиксиро-
ванного x ∈ X соответствующая «строка» матрицы XM имеет два
обозначения xM = {xµ, µ ∈ M} = ∼

x в силу определения ∼
x — дей-

ствия на x ∈ X оператора «∼».
Микроутверждение 3. X ⊆ X =⇒

(∼)

X ⊆
(∼)

X и W ⊆ M =⇒
(v)

W ⊆
(∼)

M. Доказательство. Если X ⊆ X, то
(∼)

X = {∼x, x ∈ X} ⊆
{∼x, x ∈ X} =

(∼)

X . Если W ⊆ M, то
(v)

W = {v
µ, µ ∈ W} ⊆ {v

µ, µ ∈ M} =
(∼)

M.
Микроутверждение 4. X ⊆ X =⇒ X̃ (⊆) X̃ и W ⊆ M =⇒

v
W (⊆) M̃. Доказательство. Если X ⊆ X, то X̃ = {Xµ, µ ∈ M} (⊆
) {Xµ, µ ∈ M} = X̃, так как Xµ = {xµ, x ∈ X} ⊆ {xµ, x ∈ X} = Xµ

для каждого µ ∈ M. Если W ⊆ M, то
v
W = {xW , x ∈ X} (⊆) {xM, x ∈

X} = M̃, так как xW = {xµ, µ ∈ W} ⊆ {xµ, µ ∈ M} = xM для
каждого x ∈ X.

10.3.3 Разновидности событий-террасок

В эвентологическом описании нечетких случайных событий фигури-
руют два вида событий-террасок — подмножеств Ω.

События-терраски первого вида

При фиксированном µ ∈ M множество событий15 v
µ = {xµ, x ∈ X}

порождает события-терраски первого вида

terµ(X) =
⋂

x∈X

xµ

⋂

x∈Xc

xc
µ, X ⊆ X,

где xc
µ = Ω − xµ, Xc = X − X — дополнение события xµ ⊆ Ω до

Ω и дополнение множества X ⊆ X до X. События-терраски первого

15v
µ — X-нечеткое событие (индивидуальный разум).
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вида для каждого фиксированного µ ∈ M попарно не пересекаются:
terµ(X) ∩ terµ(X ′) = ∅ ⇐⇒ X 6= X ′ и образуют разбиение
пространства элементарных событий Ω =

∑
X⊆X terµ(X).

События-терраски второго вида

События-терраски второго вида — это события-терраски

terx(W ) =
⋂

µ∈W

xµ

⋂

µ∈W c

xc
µ, W ⊆ M,

порожденные при фиксированном x ∈ X множеством событий16 ∼
x =

{xµ, µ ∈ M}, где xc
µ = Ω−xµ, W c = M−W — дополнение события

xµ ⊆ Ω до Ω и дополнение множества W ⊆ M до M. События-
терраски второго вида для каждого фиксированного x ∈ X попарно
не пересекаются: terx(W )∩terx(W ′) = ∅ ⇐⇒ W 6= W ′ и образуют
разбиение пространства элементарных событий Ω =

∑
W⊆M terx(W ).

10.3.4 Разновидности нечетких событий-террасок

Эвентология нечетких случайных событий, разумеется, имеет дело
и с нечеткими событиями-террасками. При этом нечеткие события-
терраски также могут быть двух видов, которые отличаются друг от
друга множествами, порождающими «нечеткость» событий-террасок.
«Нечеткость» событий-террасок первого вида порождается множе-
ством M, а второго вида — множеством X.

M-нечеткие события-терраски первого вида

События-терраски первого вида terµ(X), порождаемые соответствен-
но множествами событий Xµ = {xµ, x ∈ X} — нечеткими событиями
(разумами) v

µ = Xµ, все вместе, когда µ ∈ M, образуют множество
событий

∼
ter(X) =

{
terµ(X), µ ∈ M

}
, X ⊆ X.

которое называется нечетким событием-терраской первого вида,
или M-нечетким событием-терраской. Нечеткие события-терраски

16∼x — M-нечеткое событие.
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первого вида попарно не пересекаются по Минковскому

∼
ter(X) (∩)

∼
ter(X ′) =

v
∅M ⇐⇒ X 6= X ′

и образуют разбиение по Минковскому достоверного M-нечеткого
события

∼
Ω = (

∑
)X⊆X

∼
ter(X), потому что Ω =

∑
X⊆X terµ(X) —

для каждого µ ∈ M разбиение достоверного события Ω образуют
обычные события-терраски. Сет-операции по Минковскому позво-
ляют стандартным образом записать следующую формулу для M-
нечетких событий-террасок:

∼
ter(X) =

(⋂)

x∈X

∼
x

(⋂)

x∈Xc

∼
x

(c)
,

где X ⊆ X — обычное подмножество X, Xc = X − X — обычное
дополнение до X, ∼x(c) = Ω̃ (−) ∼x — дополнение ∼x по Минковскому до
Ω̃, а (

⋂
) — пересечение множеств событий по Минковскому. Заметим

также, что на M-нечеткие события-терраски можно взглянуть как
на события-терраски, порожденные множеством нечетких событий
(∼)

X , и записать их в иной, хотя и корректной, но более громоздкой
форме:

ter(
(∼)

X ) =
(⋂)

∼
x∈

(∼)
X

∼
x

(⋂)

∼
x∈(

(∼)
X )c

∼
x

(c) =
∼
ter(X),

где
(∼)

X ⊆
(∼)

X — обычное подмножество
(∼)

X , (
(∼)

X )c =
(∼)

X −
(∼)

X — обычное

дополнение до
(∼)

X .

X-нечеткие события-терраски второго вида

События-терраски второго вида terµ(X), порождаемые соответст-
венно множествами событий xM = {xµ, µ ∈ M} — нечеткими собы-
тиями ∼

x = xM, все вместе, когда x ∈ X, образуют множество событий

v
ter(W ) =

{
terx(W ), x ∈ X

}
, W ⊆ M,

которое называется нечетким событием-терраской второго вида,
или X-нечетким событием-терраской. Нечеткие события-терраски
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второго вида попарно не пересекаются по Минковскому

v
ter(W ) (∩)

v
ter(W ′) =

∼
∅X ⇐⇒ W 6= W ′

и образуют разбиение по Минковскому достоверного X-нечеткого со-
бытия

v
Ω = (

∑
)W⊆M

v
ter(W ), потому что Ω =

∑
W⊆M terx(W ) —

для каждого x ∈ X разбиение достоверного события Ω образуют
обычные события-терраски. Сет-операции по Минковскому позво-
ляют стандартным образом записать следующую формулу для X-
нечетких событий-террасок:

v
ter(W ) =

(⋂)

µ∈W

v
µ

(⋂)

µ∈W c

v
µ

(c)
,

где W ⊆ M — обычное подмножество M, W c = M −W — обычное
дополнение до M, а v

µ
(c) =

v
Ω (−) v

µ — дополнение v
µ по Минковскому

до
v
Ω, а (

⋂
) — пересечение множеств событий по Минковскому. За-

метим также, что на X-нечеткие события-терраски можно взглянуть
как на события-терраски, порожденные множеством нечетких собы-

тий
(∼)

M, и записать их в иной, хотя и корректной, но более громоздкой
форме:

ter(
(v)

W ) =
(⋂)

v
µ∈

(v)
W

∼
x

(⋂)

v
µ∈(

(v)
W )c

v
µ

(c) =
v
ter(W ),

где
(v)

W ⊆
(∼)

M — обычное подмножество
(∼)

M, (
(v)

W )c =
(∼)

M−
(v)

W — обычное

дополнение до
(∼)

M.

Нечеткие элементарные события

Речь пойдет о трех видах нечетких событий, которые будут назы-
ваться нечеткими элементарными событиями (нечеткими э-собы-
тиями) и которые составлены из фрагментов тех или иных разбие-
ний пространства элементарных событий (э-событий) Ω, порождае-
мых тремя видами множеств событий: «строками»

xM = {xµ, µ ∈ M}, x ∈ X,



Глава 10. Теория нечетких событий 219

«столбцами»
Xµ = {xµ, x ∈ X}, µ ∈ M,

«матрицы» избранных событий, а также всей «матрицей»

XM = {xµ, x ∈ X, µ ∈ M}.

Напомним, что «строки» xM и «столбцы» Xµ имеют еще одно на-
звание: «строки» называются M-нечеткими событиями ∼

x = xM,
а «столбцы» — X-нечеткими событиями v

µ = Xµ. С формально-
эвентологической точки зрения «матрицу» избранных событий, как
множество событий XM, также можно рассматривать в качестве од-
ного-единственного (X, M)-нечеткого события

{v∼} = {xµ, x ∈ X, µ ∈ M} = XM,

содержащего в себе в качестве своих подмножеств и все M-нечеткие,
и все X-нечеткие события17:

{v∼} =
∑

x∈X

∼
x =

∑

µ∈M

v
µ.

Представим себе подмножество нечеткого события {v∼}, состоя-
щее из таких событий xµ ∈ XM, которые наступают тогда, когда
наступает э-событие ω ∈ Ω, и введем для него специальное обозна-
чение

{v∼}(ω) = {xµ ∈ XM : ω ∈ xµ} ⊆ {v∼}.
Введем также специальные обозначения для подмножеств нечетких
событий ∼

x и v
µ, наступающих при наступлении э-события ω ∈ Ω. Для

каждого x ∈ X обозначим

∼
x(ω) = {xµ ∈ ∼

x : ω ∈ xµ} ⊆ ∼
x,

∼
x

c(ω) = {xµ ∈ ∼
x : ω ∈ xc

µ} = ∼
x− ∼

x(ω) ⊆ ∼
x

— соответствующие подмножества ∼
x. Для каждого µ ∈ M обозначим

v
µ(ω) = {xµ ∈ v

µ : ω ∈ xµ} ⊆ v
µ,

17Знак «
∑

» обозначает здесь сет-операцию объединения непересекающихся
множеств событий.
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v
µ

c(ω) = {xµ ∈ v
µ : ω ∈ xc

µ} = v
µ− v

µ(ω) ⊆ v
µ

— соответствующие подмножества v
µ. Введем также специальные «па-

раллельные» обозначения для подмножеств µ- или x-имен событий
xµ, принадлежащих соответственно нечетким событиям ∼

x или v
µ и

наступающих при наступлении э-события ω ∈ Ω. Для каждого x ∈ X
обозначим

Wx(ω) = {µ ∈ M : ω ∈ xµ} ⊆ M,

W c
x(ω) = {µ ∈ M : ω ∈ xc

µ} = M−Wxu(ω) ⊆ M

— соответствующие подмножества µ-имен. Для каждого µ ∈ M обо-
значим

Xµ(ω) = {x ∈ X : ω ∈ xµ} ⊆ X,

Xc
µ(ω) = {x ∈ X : ω ∈ xc

µ} = X−Xµ(ω) ⊆ X.

— соответствующие подмножества x-имен. В только что введенных
обозначениях для каждого ω ∈ Ω справедливы, например, следую-
щие очевидные представления:

∼
x(ω) = {xµ, µ ∈ Wx(ω)}, v

µ(ω) = {xµ, x ∈ Xµ(ω)}.

1) «Квази-нечеткое» э-событие. Множество событий XM = {xµ, x ∈
X, µ ∈ M}, или, что то же, нечеткое событие {v∼} = XM, разбивает
пространство э-событий Ω на события-терраски, «занумерованные»
его произвольными подмножествами XW ⊆ XM и определяемые со-
ответствующими террасными формулами

ter(XW ) =
⋂

xµ∈XW

xµ

⋂

xµ∈Xc
W

xc
µ.

Если зафиксировать ω ∈ Ω и для удобства иначе обозначить

XW (ω) = {xµ ∈ XM : ω ∈ xµ} = {v∼}(ω)

— одно-единственное из этих подмножеств, составленное из событий,
которые наступают «одновременно» с наступлением ω ∈ Ω, — то «в
целом» нечеткое событие {v∼} при наступлении данного ω ∈ Ω «не
способно уразуметь», что наступило именно это э-событие ω ∈ Ω, и
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«понимает» только то, что наступило какое-то э-событие, принад-
лежащее событию-терраске18 ter(XW (ω)). Данное событие-терраска
называется {v∼}-э-событием и имеет два специальных обозначения

ω{v∼} = ter(XW (ω)) = ωXM
.

Из него одного-единственного формально образуется моноплет — так
называемое «квази-нечеткое» э-событие

v∼
ω =

{
ω{v∼}

}
=

{
ωXM

}
.

2) X-нечеткие э-события. Каждое множество событий xM = {xµ,
µ ∈ M}, x ∈ X, или, что то же, M-нечеткое событие ∼

x = xM раз-
бивает пространство э-событий Ω на события-терраски, «занумеро-
ванные» подмножествами µ-имен Wx ⊆ M и определяемые соответ-
ствующими террасными формулами

terx(Wx) =
⋂

µ∈Wx

xµ

⋂

µ∈W c
x

xc
µ, x ∈ X.

Если зафиксировать ω ∈ Ω и обозначить

Wx(ω) = {µ ∈ M : ω ∈ xµ} ⊆ M

— одно-единственное из этих подмножеств, составленное из µ-имен
событий xµ ∈ ∼

x, которые наступают «одновременно» с наступлением
ω ∈ Ω, то «в целом» нечеткое событие ∼

x при наступлении данного
ω ∈ Ω «не способно уразуметь», что наступило именно это э-событие
ω ∈ Ω, и «понимает» только то, что наступило какое-то э-событие,
принадлежащее событию-терраске19 terx(Wx(ω)). Данное событие-
терраска называется x-э-событием и имеет специальное обозначение

ωx = terx(Wx(ω)),
18{v∼}-э-события ωXM

ограничивают «разрешающую способность» нечеткого
события {v∼} отличать элементарные события ω ∈ Ω одно от другого: элементар-
ные события, попадающие в одно {v∼}-э-событие ωXM

, для нечеткого события
{v∼} оказываются эквивалентными.

19x-э-события ωx ограничивают «разрешающую способность» нечеткого собы-
тия ∼

x отличать элементарные события ω ∈ Ω одно от другого: элементарные
события, попадающие в одно x-э-событие ωx, для нечеткого события ∼x оказыва-
ются эквивалентными.
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а вместе взятые они образуют так называемое X-нечеткое э-событие
v
ω = {ωx, x ∈ X}.

3) M-нечеткие э-события. Каждое множество событий Xµ = {xµ,
x ∈ X}, µ ∈ M, или, что то же, X-нечеткое событие v

µ = Xµ, разбивает
пространство э-событий Ω на события-терраски, «занумерованные»
подмножествами x-имен Xµ ⊆ X и определяемые соответствующими
террасными формулами

terµ(Xµ) =
⋂

x∈Xµ

xµ

⋂

x∈Xc
µ

xc
µ, µ ∈ M.

Если зафиксировать ω ∈ Ω и обозначить

Xµ(ω) = {x ∈ X : ω ∈ xµ} ⊆ X

— одно-единственное из этих подмножеств, составленное из x-имен
событий xµ ∈ v

µ, которые наступают «одновременно» с наступлением
ω ∈ Ω, то «в целом» нечеткое событие v

µ при наступлении данного
ω ∈ Ω «не способно уразуметь», что наступило именно это э-событие
ω ∈ Ω, и «понимает» только то, что наступило какое-то э-событие,
принадлежащее событию-терраске20 terµ(Xµ(ω)). Данное событие-
терраска называется µ-э-событием и имеет специальное обозначение

ωµ = terµ(Xµ(ω)),

а вместе взятые они образуют M-нечеткое э-событие
∼
ω = {ωµ, µ ∈ M}.

Теорема (о нечетких э-событиях). Пусть
v∼
ω =

{
ω{v∼}

}
=

{
ωXM

}

— квази-нечеткое э-событие, ∼
ω = {ωµ, µ ∈ M} — M-нечеткое э-

событие, v
ω = {ωx, x ∈ X} — X-нечеткое э-событие. Тогда

ωXM
=

⋂

µ∈M

ωµ =
⋂

x∈X

ωx,

20µ-э-события ωµ ограничивают «разрешающую способность» нечеткого собы-
тия v

µ отличать элементарные события ω ∈ Ω одно от другого: элементарные
события, попадающие в одно µ-э-событие ωµ, для нечеткого события v

µ оказыва-
ются эквивалентными.
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или иначе:

ω{v∼} =
⋂

ωµ∈∼ω
ωµ =

⋂

ωx∈v
ω

ωx.

Доказательство следует из определений нечетких э-событий.

«Стенография» колмогоровской аксиоматики
определения вероятности в эвентологии нечетких событий

Приведем в «стенографическом» стиле перечень основных опреде-
лений колмогоровской аксиоматики, перенесенных по аналогии в
эвентологию нечетких событий, совершенно не углубляясь в детали
и свойства вновь вводимых эвентологических понятий, поскольку
они совершенно аналогичны классическим колмогоровским, за ис-
ключением того, что место сет-операций над событиями занимают
сет-операции по Минковскому над нечеткими событиями — множе-
ствами обычных событий. Так, например, алгебра нечетких событий
определяется как множество замкнутых относительно сет-операций
по Минковскому нечетких событий, которое содержит невозможное
нечеткое событие, а вероятность, определяемая на алгебре нечет-
ких событий, обладает привычным свойством аддитивности, но от-
носительно сет-операций по Минковскому.

В «матрице» избранных событий XM = {xµ, µ ∈ M, x ∈ X} мы
различаем нечеткие события двух видов: «строки» ∼

x = {xµ, µ ∈ M}
называются M-нечеткими событиями, а «столбцы» v

µ = {xµ, x ∈
X} — X-нечеткими событиями (разумами). Хотя определения кол-
могоровской аксиоматики для нечетких событий этих двух видов
совершенно друг другу аналогичны, приведем и те, и другие, чтобы
читатель, сравнивая, смог обратить внимание на детали.

«Стенография» определений M-нечетких событий

Определение 1-M.M-нечеткое элементарное событие (э-собы-
тие) — это |M|-множество ∼

ω = {ωµ, µ ∈ M}, состоящее из F-
измеримых событий ωµ ⊆ Ω, каждое из которых наступает, когда
наступает ω ∈ Ω, и представляет собой одно из событий-террасок,
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порожденных множеством событий v
µ = {xµ, x ∈ X}:

ωµ =





terµ(∅), ω ∈ terµ(∅),
. . . , . . . ,

terµ(Xµ), ω ∈ terµ(Xµ), ∅ ⊂ Xµ ⊂ X,

. . . , . . . ,

terµ(X), ω ∈ terµ(X),

в которое попадает наступившее ω ∈ Ω.
Определение 2-M. Пространство элементарных M-нечетких

событий — это |M|-множество
∼
Ω = {Ω, µ ∈ M} = {Ω, . . . , Ω︸ ︷︷ ︸

|M|

}, со-

стоящее из одного и того же пространства элементарных событий
Ω. Определение 3-M. M-нечеткое событие — это |M|-множество,
состоящее из

∼
F-измеримых событий: ∼x = {xµ, µ ∈ M}, где xµ ⊆ Ω.

Определение 4-M. Достоверное M-нечеткое событие — это |M|-
множество

∼
Ω = {Ω, µ ∈ M} = {Ω, . . . , Ω︸ ︷︷ ︸

|M|

}, состоящее из одного и того

же достоверного события Ω. Определение 5-M. Невозможное M-
нечеткое событие — это |M|-множество

∼
∅ = {∅, µ ∈ M} = {∅, . . . , ∅︸ ︷︷ ︸

|M|

},

состоящее из одного и того же невозможного события ∅. Опреде-
ление 6-M. Алгебра M-нечетких событий — это |M|-множество
∼
F = {Fµ, µ ∈ M}, состоящее из алгебр обычных событий. Опре-
деление 7-M. Измеримое пространство M-нечетких событий —
это |M|-множество (

∼
Ω,

∼
F) = {(Ω, Fµ), µ ∈ M}, состоящее из изме-

римых пространств событий. Определение 8-M. Вероятность
∼
F-

измеримого M-нечеткого события ∼
x (∈)

∼
F определяется по форму-

ле:
P(∼x) =

1
|M|

∑

µ∈M

P(xµ).

Определение 9-M. Вероятностное пространство M-нечетких со-
бытий — это |M|-множество

(
∼
Ω,

∼
F,P) = {(Ω, Fµ,P), µ ∈ M},
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состоящее из вероятностных пространств обычных событий, отлича-
ющихся только алгебрами событий Fµ, µ ∈ M.

«Стенография» определений X-нечетких событий
Определение 1-X. X-нечеткое элементарное событие (э-собы-

тие) — это |X|-множество v
ω = {ωx, x ∈ X}, состоящее из F-измери-

мых событий ωx ⊆ Ω, каждое из которых наступает, когда наступает
ω ∈ Ω, и представляет собой одно из событий-террасок, порожден-
ных множеством событий ∼

x = {xµ, µ ∈ M}:

ωx =





terx(∅), ω ∈ terx(∅),
. . . , . . . ,

terx(Wx), ω ∈ terx(Wx), ∅ ⊂ Wx ⊂ M,

. . . , . . . ,

terx(M), ω ∈ terx(M),

в которое попадает наступившее ω ∈ Ω.
Определение 2-X. Пространство элементарных X-нечетких

событий — это |X|-множество
v
Ω = {Ω, x ∈ X} = {Ω, . . . , Ω︸ ︷︷ ︸

|X|

}, со-

стоящее из одного и того же пространства элементарных событий Ω.
Определение 3-X. X-нечеткое событие — это |X|-множество, со-
стоящее из

v
F-измеримых событий: v

µ = {xµ, x ∈ X}, где xµ ⊆ Ω.
Определение 4-X. Достоверное X-нечеткое событие — это |X|-
множество

v
Ω = {Ω, x ∈ X} = {Ω, . . . , Ω︸ ︷︷ ︸

|X|

}, состоящее из одного и того

же достоверного события Ω. Определение 5-X. Невозможное X-
нечеткое событие — это |X|-множество

v
∅ = {∅, x ∈ X} = {∅, . . . , ∅︸ ︷︷ ︸

|X|

},

состоящее из одного и того же невозможного события ∅. Опреде-
ление 6-X. Алгебра X-нечетких событий — это |X|-множество

v
F =

{Fx, x ∈ X}, состоящее из алгебр обычных событий. Определе-
ние 7-X. Измеримое пространство X-нечетких событий — это |X|-
множество (

v
Ω,

v
F) = {(Ω,Fµ), x ∈ X}, состоящее из измеримых про-

странств событий. Определение 8-X. Вероятность
v
F-измеримого
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X-нечеткого события v
µ (∈)

v
F определяется по формуле:

P(v
µ) =

1
|X|

∑

x∈X

P(xµ).

Определение 9-X. Вероятностное пространство X-нечетких со-
бытий — это |X|-множество

(
v
Ω,

v
F,P) = {(Ω, Fx,P), x ∈ X},

состоящее из вероятностных пространств обычных событий, отлича-
ющихся только алгебрами событий Fx, x ∈ X.

10.3.5 Классическая вероятность

Рассмотрим вероятностное пространство (Ω,F,P:), где Ω — конечное
пространство элементарных событий — исходов «случайного экспе-
римента», а P: — классическая вероятность, определяемая для каж-
дого F-измеримого события x ∈ F как «отношение числа исходов,
благоприятствующих x, к общему числу исходов в Ω», иначе говоря,
как P:(x) = |x|/|Ω| — отношение мощности21 события x к мощно-
сти Ω. Поскольку классическая вероятность определяется как отно-
шение мощностей, то она всегда определена для любого события из
алгебры конечного пространства э-событий. Для ее определения не
надо никаких дополнительных предположений и не требуется ника-
кой другой информации, кроме информации о событии. Как только
определено событие, сразу же определена и его классическая веро-
ятность.

Посмотрим на классическую вероятность P:, как на еще одну ха-
рактеристику события. Вероятностное пространство (Ω, F,P:) назы-
вается классическим вероятностным пространством, а в наимено-
ваниях всех характеристик F-измеримых событий и функций, опре-
деленных на классическом вероятностном пространстве, также будет

21Пока Ω более чем конечное не требуется. Если же возникнет необходи-
мость в бесконечном Ω, то классическую вероятность на алгебре его событий
вполне можно определить как геометрическую вероятность, т.е. как отношение
некоей равномерной меры (например, меры Лебега) события x и всего Ω, где
под равномерной мерой понимается мера, инвариантная относительно взаимно-
однозначных отображений F-измеримых событий.
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фигурировать термин классический. Например, классическая веро-
ятность события x ∈ F — это не что иное, как классическое ожида-
ние22 его индикатора:

P:(x) = EP:1x =
∑

ω∈Ω

1x(ω)P:(ω) =
1
|Ω|

∑

ω∈Ω

1x(ω) =
|x|
|Ω| .

Введение еще одной «параллельной» характеристики события при-
водит к тому, что к «стенографии» колмогоровской аксиоматики
для нечетких событий каждого из двух видов добавляются по два
определения.Определение 8-M/P:. Классическая вероятность

∼
F-

измеримого M-нечеткого события ∼
x (∈)

∼
F определяется формулой:

P:(∼x) =
1
|M|

∑

µ∈M

P:(xµ).

Определение 9-M/P:.Классическое вероятностное пространство
M-нечетких событий — это |M|-множество

(
∼
Ω,

∼
F,P:) = {(Ω, Fµ,P:), µ ∈ M},

состоящее из классических вероятностных пространств обычных со-
бытий, отличающихся только алгебрами событий Fµ, µ ∈ M. Опре-
деление 8-X/P:. Классическая вероятность

v
F-измеримого X-не-

четкого события v
µ (∈)

v
F определяется формулой:

P:(v
µ) =

1
|X|

∑

x∈X

P:(xµ).

Определение 9-X/P:. Классическое вероятностное пространство
X-нечетких событий — это |X|-множество

(
v
Ω,

v
F,P:) = {(Ω, Fx,P:), x ∈ X},

состоящее из классических вероятностных пространств обычных со-
бытий, отличающихся только алгебрами событий Fx, x ∈ X.

22Классическое ожидание — математическое ожидание относительно класси-
ческой вероятности.
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10.3.6 Эвентологическая функция степени
принадлежности э-события нечеткому событию
— это его индикатор

Рассмотрим «матрицу» избранных «обычных» колмогоровских со-
бытий XM = {xµ, µ ∈ M, x ∈ X}. Каждому событию xµ ∈ XM, как
подмножеству Ω, взаимно-однозначно соответствует его собственный
индикатор

1xµ
(ω) =

{
1, ω ∈ xµ,

0, иначе

— F-измеримая функция на Ω, которая, определяя своими значени-
ями принадлежность каждого э-события ω ∈ Ω событию xµ, полно-
стью определяет последнее. А поскольку речь идет об «обычном» со-
бытии xµ, то для каждого э-события ω ∈ Ω возможны лишь два исхо-
да: ω либо принадлежит xµ, либо нет, в полном взаимно-однозначном
соответствии со значениями его индикатора 1xµ(ω), который равен 1,
когда ω ∈ xµ, и нулю в противном случае. По вполне понятным сооб-
ражениям о значениях индикатора события xµ можно говорить как
о степенях принадлежности э-событий этому событию, а сам инди-
катор, как функцию на Ω, естественно называть функцией степени
принадлежности э-событий «обычному» событию xµ.

M-нечеткое событие ∼
x = {xµ, µ ∈ M} и X-нечеткое событие v

µ =
{xµ, x ∈ X} эвентологически определяются как соответствующие
множества F-измеримых событий — подмножеств пространства э-
событий Ω, выбранных из исходной «матрицы» «обычных» событий
XM. Рассмотрим арифметические средние индикаторов «обычных»
событий, которые составляют множества событий ∼

x и v
µ, введем для

них специальные обозначения:

1∼
x
(ω) =

1
|M|

∑

µ∈M

1xµ(ω), x ∈ X, 1v
µ
(ω) =

1
|X|

∑

x∈X

1xµ(ω), µ ∈ M,

и будем называть индикатором M-нечеткого события ∼
x и индика-

тором X-нечеткого события v
µ соответственно.

Теорема (представление индикаторов нечетких событий). Индика-
тор M-нечеткого события ∼

x и индикатор X-нечеткого события v
µ
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могут быть представлены в виде:

1∼
x
(ω) =





0, ω ∈ terx(∅x),
. . . , . . . ,

|Wx|/|M|, ω ∈ terx(Wx), Wx ⊆ M,

. . . , . . . ,

1, ω ∈ terx(Mx),

1v
µ
(ω) =





0, ω ∈ terµ(∅µ),
. . . , . . . ,

|Xµ|/|X|, ω ∈ terµ(Xµ), Xµ ⊆ X,

. . . , . . . ,

1, ω ∈ terµ(Xµ),

где ∅x = ∅ ⊆ M — пустое, Mx = M ⊆ M — полное подмножество
M, и, наконец,

terx(Wx) =
⋂

µ∈Wx

xµ

⋂

µ∈W c
x

xc
µ, Wx ⊆ M,

terµ(Xµ) =
⋂

x∈Xµ

xµ

⋂

x∈Xc
µ

xc
µ, Xµ ⊆ X,

— соответствующие события-терраски двух видов, каждый набор
которых одного вида, как уже известно, образует собственное раз-
биение пространства э-событий Ω:

Ω =
∑

Wx⊆M

terx(Wx) =
∑

Xµ⊆X

terµ(Xµ).

Доказательство почти очевидно, так как, например, выполнение
отношения принадлежности: ω ∈ terx(Wx) означает, что ω принадле-
жит ровно |Wx| событиям xµ из |M| событий, образующих множество
событий ∼

x. Следовательно,
∑

µ∈Wx
1xµ(ω) = |Wx| для ω ∈ terx(Wx), а

индикатор M-нечеткого события ∼
x на этом ω равен требуемой вели-

чине: 1∼
x
(ω) = |Wx|/|M|. Для X-нечеткого события v

µ доказательство
аналогично.
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Замечание (индикатор нечеткого события не определяет его). Меж-
ду «обычными» событиями и их индикаторами существует взаимно-
однозначное соответствие, которое означает, что и событие опреде-
ляет свой индикатор, и индикатор — событие. Этого не скажешь
об индикаторах нечетких событий. Хотя, конечно, M-нечеткое собы-
тие ∼

x полностью определяет свой индикатор 1∼
x
как функцию на Ω,

но обратное утверждение неверно. Если на Ω задан индикатор 1∼
x
,

то по его значениям невозможно однозначно восстановить множе-
ство событий ∼

x, т.е. то нечеткое событие ∼
x, индикатором которого

он является. Можно лишь сказать, что индикатор каждого нечетко-
го события служит индикатором целого множества нечетких собы-
тий, индикаторы которых совпадают. То же, разумеется, относится
и к индикаторам X-нечетких событий. Что касается единственного
нечеткого события

{v∼} = {xµ, µ ∈ M, x ∈ X},

определяемого всей «матрицей» избранных событий XM, то его ин-
дикатор определяется аналогично как арифметическое среднее ин-
дикаторов «обычных» событий, образующих это множество:

1{v∼}(ω) =
1

|X||M|
∑

x∈X

∑

µ∈M

1xµ(ω).

Этот индикатор обладает всеми преимуществами и недостатками
только что рассмотренных индикаторов M-нечетких и X-нечетких
событий. Так же как и эти индикаторы, индикатор 1{v∼} не опреде-
ляет однозначно нечеткое событие {v∼} и служит индикатором для
целого множества различных «матриц» избранных событий, имею-
щих совпадающие индикаторы. Для индикатора нечеткого события
{v∼}, конечно, выполнена аналогичная теореме о представлении ин-
дикаторов нечетких событий (стр. 228) собственная

Теорема (два представления индикатора нечеткого события {v∼}).
Индикатор нечеткого события {v∼} может быть представлен в
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двух эквивалентных видах:

1{v∼}(ω) =





0, ω ∈
⋂

x∈X

terx(∅x),

. . . , . . . ,
1

|M||X|
∑

x∈X

|Wx|, ω ∈
⋂

x∈X

terx(Wx), Wx ⊆ M, x ∈ X,

. . . , . . . ,

1, ω ∈
⋂

x∈X

terx(Mx),

1{v∼}(ω) =





0, ω ∈
⋂

µ∈M

terµ(∅µ),

. . . ,
1

|M||X|
∑

µ∈M

|Xµ|, ω ∈
⋂

x∈X

terx(Wx), Xµ ⊆ X, µ ∈ M,

. . . ,

1, ω ∈
⋂

µ∈M

terµ(Xµ).

Доказательство трудностей не представляет и следует, например,
из теоремы о нечетких э-событиях (стр. 222).

Интерпретация значений только что введенных индикаторов не-
четких событий достаточно проста, каждый из них как функция на
Ω принимает на э-событии ω ∈ Ω значение, равное доле тех «обыч-
ных» событий из множеств, определяющих эти нечеткие события,
которые наступают при наступлении данного э-события ω ∈ Ω. Та-
кая очевидная интерпретация оправдывает еще одно название для
рассматриваемых индикаторов нечетких событий: все три индикато-
ра называются также эвентологическими функциями степени при-
надлежности э-событий нечеткому событию. Как функции на Ω
вновь введенные эвентологические функции степени принадлежно-
сти ничем не отличаются от функции степени принадлежности,
которая определяется в теории нечетких множеств Заде. Единствен-
ное, но принципиальное отличие заключается в формулах, определя-
ющих эти функции и связывающих их с индикаторами «обычных»
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событий:

1∼
x
(ω) =

1
|M|

∑

µ∈M

1xµ
(ω), x ∈ X, 1v

µ
(ω) =

1
|X|

∑

x∈X

1xµ
(ω), µ ∈ M,

1{v∼}(ω) =
1

|X||M|
∑

x∈X

∑

µ∈M

1xµ(ω).

Таких формул нет и никогда не было в классической теории нечет-
ких множеств Заде. Именно эти формулы позволили доказать основ-
ную эвентологическую теорему о нечетких событиях, с помощью ко-
торой единственным образом определяется эвентологическая функ-
ция степени принадлежности произвольной сет-операции над мно-
жеством нечетких событий. Из-за отсутствия подобной теоремы в
теории нечетких множеств Заде до сих пор используется множество
вариантов функции степени принадлежности для одной и той же
сет-операции: фактически, к каждой конкретной задаче подбирает-
ся свой вариант функции степени принадлежности для той или иной
сет-операции. Этого существенного недостатка удалось избежать в
предлагаемой нами эвентологической теории нечетких событий.

Кроме того, эвентологическая теория указывает, что причиной
множественности вариантов функции степени принадлежности в тео-
рии нечетких множеств Заде служат структуры зависимостей «обыч-
ных» событий, из которых складываются нечеткие события, как мно-
жества «обычных» событий. Именно структуры зависимостей собы-
тий определяют вид эвентологической функции степени принадлеж-
ности. А множественность вариантов в классической теории объ-
ясняется тем, что надо опираться не только на функции степени
принадлежности, которые не несут всей информации о нечетких со-
бытиях, а на все Э-распределение множества событий, которые со-
ставляют данное нечеткое событие, и на Э-распределение множества
нечетких событий, как это и принято делать в новой эвентологиче-
ской теории нечетких событий.

10.3.7 Эвентологическое распределение
множества нечетких событий

И множество M-нечетких, и множество X-нечетких событий, каж-
дое из них определяется своим эвентологическим распределением
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(Э-распределением). Подробно займемся только определением эвен-

тологического распределения множества M-нечетких событий
(∼)

X =
{∼x, x ∈ X} ⊆ ∼

F, разбивающих пространство элементарных M-
нечетких событий

∼
Ω =

∑
X⊆X

∼
ter(X) на нечеткие события-терраски

первого вида

∼
ter(X) =

(⋂)

x∈X

∼
x

(⋂)

x∈Xc

∼
x

(c)
, X ⊆ X,

которые есть не что иное, как M-нечеткие события
∼
ter(X) = {terµ(X), µ ∈ M},

где terµ(X), µ ∈ M — обычные события-терраски, подмножества Ω,
первого вида. Эвентологическим распределением (Э-распределением)

множества M-нечетких событий
(∼)

X называется множество веро-
ятностей M-нечетких событий-террасок (первого вида)

∼
p(X) = P

( ∼
ter(X)

)
, X ⊆ X,

где

P
( ∼
ter(X)

)
=

1
|M|

∑

µ∈M

P (terµ(X)) =
1
|M|

∑

µ∈M

pµ(X),

а pµ(X), X ⊆ X — эвентологическое распределение множества обыч-
ных событий Xµ = {xµ, x ∈ X}, которое есть не что иное, как
нечеткое событие (разум) v

µ = Xµ. Э-распределение множества M-
нечетких событий обладает всеми свойствами Э-распределений мно-
жеств обычных событий. Очевидно, что, например,

∑
X⊆X

∼
p(X) =

1. Так что с Э-распределением ∼
p(X), X ⊆ X можно обращаться

точно так же, как с Э-распределением p(X), X ⊆ X множества
обычных событий, подмножеств Ω. Аналогично эвентологическим
распределением (Э-распределением) множества X-нечетких собы-

тий
(∼)

M называется множество вероятностей X-нечетких событий-
террасок (второго вида)

v
p(W ) = P

( v
ter(W )

)
, W ⊆ M,
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где

P
( v
ter(W )

)
=

1
|X|

∑

x∈X

P (terx(W )) =
1
|X|

∑

x∈X

px(W ),

а px(W ), W ⊆ M — эвентологическое распределение множества
обычных событий xM = {xµ, µ ∈ M}, которое есть не что иное,
как нечеткое событие ∼

x = xM.

Формулы обращения Мебиуса–Минковского

Как и множества обычных событий, множества нечетких событий
любого из двух видов могут быть эквивалентным образом определе-
ны Э-распределениями разного рода, среди которых наиболее упо-
требительны шесть, соответствующие аналогичным Э-распределени-
ям множеств обычных событий: p(X), pX , pX , u(X), uX и uX , X ⊆
X. Так же как и различного рода Э-распределения множеств обыч-
ных событий попарно связаны формулами обращения Мебиуса, раз-
личного рода Э-распределения множеств нечетких событий попарно
связаны формулами, которые следует назвать формулами обраще-
ния Мебиуса–Минковского и которые имеют естественную аналогию
с классическими формулами обращения Мебиуса. Внешне форму-
лы обращения Мебиуса–Минковского ничем не отличаются от своих
классических аналогов. Например, пара формул, связывающая Э-
распределения множества нечетких событий ∼

p(X), X ⊆ X и ∼
pX , X ⊆

X, имеет вид

∼
pX =

∑

X⊆Y

∼
p(Y ), ∼

p(X) =
∑

X⊆Y

(−1)|Y |−|X|∼pY , X ⊆ X,

а связывающая Э-распределения v
p(W ), W ⊆ M и v

pW , W ⊆ M,
имеет вид

v
pW =

∑

W⊆V

v
p(V ), v

p(W ) =
∑

W⊆V

(−1)|V |−|W |vpV , W ⊆ M,

точно такой же, как и соответствующая пара классических фор-
мул обращения Мебиуса, связывающая Э-распределения множества
обычных событий p(X), X ⊆ X и pX , X ⊆ X. Подчеркнем, что
формулы обращения Мебиуса–Минковского — это те же формулы
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обращения Мебиуса, но для функций, определенных на структурах
множеств, частично-упорядоченных не относительно обычного отно-
шения включения множеств, а относительно их отношения включе-
ния по Минковскому. Действительно, стоит вспомнить, что нечеткие
события-терраски обоих видов записываются в другой эквивалент-
ной форме:

∼
ter(X) = ter(

(∼)

X ),
v
ter(W ) = ter(

(v)

W ),

«занумерованными» не подмножествами X ⊆ X или W ⊆ M, а со-
ответствующими им подмножествами M-нечетких или X-нечетких

событий:
(∼)

X = {∼x, x ∈ X} или
(v)

W = {v
µ, µ ∈ W}. Отсюда получаем

эквивалентную запись для вероятностей нечетких событий-террасок:

p(
(∼)

X ) = v
p(X), p(

(v)

W ) = ∼
p(W ),

в которой формулы обращения Мебиуса–Минковского остаются впо-
лне корректными, но становятся весьма громоздкими:

p(∼)
X

=
∑

(∼)
X (⊆)

(∼)
Y

p(
(∼)

Y ), p(
(∼)

X ) =
∑

(∼)
X (⊆)

(∼)
Y

(−1)|
(∼)
Y |−|

(∼)
X |p(∼)

Y
,

(∼)

X (⊆)
(∼)

X ,

p(v)
W

=
∑

(v)
W (⊆)

(v)
V

p(
(v)

V ), p(
(v)

W ) =
∑

(v)
W (⊆)

(v)
V

(−1)|
(v)
V |−|

(v)
W |p(v)

V
,

(v)

W (⊆)
(∼)

M,

хотя и явно указывают на то, что рассматриваемая структура мно-
жеств частично упорядочена относительно включения по Минков-
скому.

10.3.8 Зависимость нечетких событий

О нечетких событиях ∼
x (⊆)

∼
Ω и v

µ (⊆)
v
Ω, как и о событиях — подмно-

жествах Ω, вполне можно говорить, что они «независимы», «притя-
гиваются» или «отталкиваются» относительно вероятности P в
вероятностных пространствах нечетких событий (

∼
Ω,

∼
F,P) и (

v
Ω,

v
F,P)

соответственно. Более того, так как на алгебре нечетких событий
«автоматически» определена еще одна числовая функция — класси-
ческая вероятность P:, — то можно в том же самом смысле говорить
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о событиях, «независимых», «притягивающихся» или «отталки-
вающихся» относительно классической вероятности P: в класси-
ческих вероятностных пространствах (

∼
Ω,

∼
F,P:) и (

v
Ω,

v
F,P:) соответ-

ственно.

Вероятностная зависимость

Вероятностная зависимость M-нечетких событий. Два M-нечетких со-
бытия ∼

x и ∼
y называются попарно независимыми относительно ве-

роятности P, если для каждого µ ∈ M пара событий xµ и yµ незави-
сима. Иными словами, если два M-нечетких события ∼

x и ∼
y попарно

независимы относительно вероятности P, то

P(∼x(∩)∼y) = Pi(∼x(∩)∼y),

где

Pi(∼x(∩)∼y) =
1
|M|

∑

µ∈M

P(xµ)P(yµ).

Обратное утверждение, очевидно, неверно. Множество M-нечетких

событий
(∼)

X = {∼x, x ∈ X} называется |X|-арно независимым от-
носительно вероятности P, если для каждого µ ∈ M множество
событий Xµ = {xµ, x ∈ X} |X|-арно независимо. Иными словами,

если множество M-нечетких событий
(∼)

X = {∼x, x ∈ X} |X|-арно
независимо относительно вероятности P, то

P




(⋂)

x∈X

∼
x


 = Pi




(⋂)

x∈X

∼
x


 ,

где

Pi




(⋂)

x∈X

∼
x


 =

1
|M|

∑

µ∈M

∏

x∈X

P(xµ).

Обратное утверждение неверно. Множество M-нечетких событий
(∼)

X =
{∼x, x ∈ X} называется независимым в совокупности относительно
вероятности P, если для каждого µ ∈ M независимы в совокуп-
ности множества событий Xµ = {xµ, x ∈ X}. Иными словами, если
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множество M-нечетких событий
(∼)

X = {∼x, x ∈ X} независимо в со-
вокупности относительно вероятности P, то |X|-арно независимы

все подмножества M-нечетких событий
(∼)

X ⊆
(∼)

X .
Вероятностная зависимость X-нечетких событий. Два X-нечетких

события v
µ и v

ν называются попарно независимыми относительно
вероятности P, если для каждого x ∈ X пара событий xµ и yν

независима. Иными словами, если два X-нечетких события v
µ и v

ν
попарно независимы относительно вероятности P, то

P(v
µ(∩)v

ν) = Pi(v
µ(∩)v

ν),

где

Pi(v
µ(∩)v

ν) =
1
|M|

∑

x∈X

P(xµ)P(yµ).

Обратное утверждение, очевидно, неверно. Множество M-нечетких

событий
(v)

W = {v
µ, µ ∈ W} называется |W |-арно независимым от-

носительно вероятности P, если для каждого x ∈ X множество
событий Wx = {xµ, µ ∈ W} |W |-арно независимо. Иными слова-

ми, если множество X-нечетких событий
(v)

W = {v
µ, µ ∈ W} |W |-арно

независимо относительно вероятности P, то

P




(⋂)

µ∈W

v
µ


 = Pi




(⋂)

µ∈W

v
µ


 ,

где

Pi




(⋂)

µ∈W

v
µ


 =

1
|X|

∑

x∈X

∏

µ∈W

P(xµ).

Обратное утверждение неверно. Множество X-нечетких событий
(∼)

M =
{v
µ, µ ∈ M} называется независимым в совокупности относительно
вероятности P, если для каждого x ∈ X независимы в совокупно-
сти множества событий Mx = {xµ, µ ∈ M}. Иными словами, если

множество X-нечетких событий
(∼)

M = {v
µ, µ ∈ M} независимо в сово-

купности относительно вероятности P, то |W |-арно независимы

все подмножества X-нечетких событий
(v)

W ⊆
(∼)

M.
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Классическая вероятностная зависимость

Классическая вероятностная зависимость M-нечетких событий. Два
M-нечетких события ∼

x и ∼
y называются попарно независимыми от-

носительно классической вероятности P:, если для каждого µ ∈ M
пара событий xµ и yµ независима. Иными словами, если два M-
нечетких события ∼

x и ∼
y попарно независимы относительно клас-

сической вероятности P:, то

P:(∼x(∩)∼y) = P:i(∼x(∩)∼y),

где

P:i(∼x(∩)∼y) =
1
|M|

∑

µ∈M

P:(xµ)P:(yµ).

Обратное утверждение, очевидно, неверно. Множество M-нечетких

событий
(∼)

X = {∼x, x ∈ X} называется |X|-арно независимым отно-
сительно классической вероятности P:, если для каждого µ ∈ M
множество событий Xµ = {xµ, x ∈ X} |X|-арно независимо. Ины-

ми словами, если множество M-нечетких событий
(∼)

X = {∼x, x ∈ X}
|X|-арно независимо относительно классической вероятности P:,
то

P:




(⋂)

x∈X

∼
x


 = P:i




(⋂)

x∈X

∼
x


 ,

где

P:i




(⋂)

x∈X

∼
x


 =

1
|M|

∑

µ∈M

∏

x∈X

P:(xµ).

Обратное утверждение неверно. Множество M-нечетких событий
(∼)

X =
{∼x, x ∈ X} называется независимым в совокупности относительно
классической вероятности P:, если для каждого µ ∈ M независимы
в совокупности множества событий Xµ = {xµ, x ∈ X}. Иными сло-

вами, если множество M-нечетких событий
(∼)

X = {∼x, x ∈ X} неза-
висимо в совокупности относительно классической вероятности
P:, то |X|-арно независимы все подмножества M-нечетких событий
(∼)

X ⊆
(∼)

X .
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Классическая вероятностная зависимость X-нечетких событий. Два
X-нечетких события v

µ и v
ν называются попарно независимыми отно-

сительно классической вероятности P:, если для каждого x ∈ X па-
ра событий xµ и yν независима. Иными словами, если два X-нечетких
события v

µ и v
ν попарно независимы относительно классической ве-

роятности P:, то

P:(v
µ(∩)v

ν) = P:i(v
µ(∩)v

ν),

где

P:i(v
µ(∩)v

ν) =
1
|M|

∑

x∈X

P:(xµ)P:(yµ).

Обратное утверждение, очевидно неверно. Множество M-нечетких

событий
(v)

W = {v
µ, µ ∈ W} называется |W |-арно независимым от-

носительно классической вероятности P:, если для каждого x ∈ X
множество событий Wx = {xµ, µ ∈ W} |W |-арно независимо. Ины-

ми словами, если множество X-нечетких событий
(v)

W = {v
µ, µ ∈ W}

|W |-арно независимо относительно классической вероятности P:,
то

P:




(⋂)

µ∈W

v
µ


 = P:i




(⋂)

µ∈W

v
µ


 ,

где

P:i




(⋂)

µ∈W

v
µ


 =

1
|X|

∑

x∈X

∏

µ∈W

P:(xµ).

Обратное утверждение неверно. Множество X-нечетких событий
(∼)

M =
{v
µ, µ ∈ M} называется независимым в совокупности относительно
классической вероятности P:, если для каждого x ∈ X независимы
в совокупности множества событий Mx = {xµ, µ ∈ M}. Иными сло-

вами, если множество X-нечетких событий
(∼)

M = {v
µ, µ ∈ M} неза-

висимо в совокупности относительно классической вероятности
P:, то |W |-арно независимы все подмножества X-нечетких событий
(v)

W ⊆
(∼)

M.
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Меры зависимостей: ковариация и классическая
ковариация множеств нечетких событий

Любые случайные события — подмножества Ω, в которые тем или
иным образом вмешивается разум, становятся нечеткими. Поэтому,
как только разум включается в предмет исследования математиче-
ской теории23, теория вынуждена иметь дело не просто со случай-
ными событиями, а со случайными нечеткими событиями и, следо-
вательно, иметь возможность измерять их зависимость прежде всего
относительно вероятности и относительно классической вероят-
ности, а также и относительно их комбинаций, которые до сих пор
ускользали от внимания исследователей, использующих математиче-
ские теории для изучения событий. Мерой зависимости «обычных»24
событий служит ковариация событий, введенная в [?] для множества
событий25 X ⊆ X как разность

KovX = P

( ⋂

x∈X

x

)
−Pi

( ⋂

x∈X

x

)

между вероятностью их пересечения в общей и независимой ситуа-
ции, где

Pi

( ⋂

x∈X

x

)
=

∏

x∈X

P(x)

— вероятность пересечения множества событий X ⊆ X в ситуации,
когда события из множества X независимы относительно вероятно-
сти P. Поскольку для M-нечетких и X-нечетких событий уже опре-
делена вероятность, то аналогичным образом можно определить так

23В эвентологии это происходит, когда конечное множество M определяется
и включается в круг основных понятий теории в качестве множества индиви-
дуальных разумов.

24Прилагательное «обычный» здесь маловыразительно, однако оно настойчи-
во предлагает себя каждый раз, когда речь заходит о случайных событиях —
подмножествах Ω, которые служат традиционным предметом исследования кол-
могоровской теории вероятностей и в определении которых нет упоминания о
разуме, наблюдающем, участвующем, вмешивающемся или даже управляющем
событиями.

25Ковариация множества событий X ⊆ X называется также |X|-арной ковари-
ацией.
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называемые арные ковариации множеств нечетких событий отно-
сительно вероятности P:

∼
KovX = P




(⋂)

x∈X

∼
x


−Pi




(⋂)

x∈X

∼
x


 , X ⊆ X,

v
KovW = P




(⋂)

µ∈W

v
µ


−Pi




(⋂)

µ∈W

v
µ


 , W ⊆ M,

и относительно классической вероятности P::

∼
Kov:

X = P:




(⋂)

x∈X

∼
x


−P:i




(⋂)

x∈X

∼
x


 , X ⊆ X,

v
Kov:

W = P:




(⋂)

µ∈W

v
µ


−P:i




(⋂)

µ∈W

v
µ


 , W ⊆ M.

Детальное рассмотрение свойств арных ковариаций множеств нечет-
ких событий дается в [66].

10.3.9 О сет-операциях
над множеством событий

Напомним в нескольких словах о произвольных сет-операциях 26 над
множеством событий X ⊆ F, выбранных из алгебры F вероятност-
ного пространства (Ω,F,P). Пусть O ⊆ 2X — произвольная сово-
купность подмножеств множества X, где 2X — множество всех под-
множеств множества X. Под ter(X) =

⋂
x∈X x

⋂
x∈Xc xc, X ⊆ X,

понимаются события-терраски, образующие разбиение пространства
элементарных событий Ω =

∑
X∈2X ter(X). Произвольной сет-опе-

рацией над множеством событий X называется |X|-местная сет-
операция O : F × . . .× F︸ ︷︷ ︸

|X|

→ F, порождаемая произвольной со-

26сет-операция — краткий синоним термина «теоретико-множественная опе-
рация».
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вокупностью подмножеств O ⊆ 2X как F-измеримое событие

O
x∈X

x =
∑

X∈O

ter(X) (?)

— непересекающееся объединение событий-террасок ter(X) по под-
множествам X из порождающей совокупности O. Каждой совокуп-
ности подмножеств событий O ⊆ 2X взаимно-однозначно соответ-
ствует сет-операция над множеством событий X, которая для удоб-
ства обозначается O — так же, как и порождающая ее совокупность
подмножеств событий. Таким образом, общее число различных сет-
операций, которые можно осуществить над множеством событий X,
равно числу подмножеств множества 2X, т.е. 22|X| . Среди произволь-
ных сет-операций, определяемых формулой (?), есть две константы:
∅ и Ω, а также, разумеется, все популярные сет-операции — пересе-
чение, объединение и симметрическая разность:

O
x∈X

x =





∅, O = ∅,
⋂

x∈X

x, O = {X},

4
x∈X

x, O = {X ∈ 2X : |X| = 1 (mod 2)},
⋃

x∈X

x, O = 2X − {∅},

Ω, O = 2X.

Кроме того, например,

O
x∈X

x =





y, O = {X ∈ 2X : y ∈ X},
y ∩ z, O = {X ∈ 2X : {y, z} ⊆ X},
ter(X), O = {X},
ter(X) + ter(Y ), O = {X, Y }.
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10.3.10 Сет-операции по Минковскому
над множеством нечетких событий

Сет-операциям над множеством событий X ⊆ F, выбранных из ал-
гебры F вероятностного пространства (Ω, F,P), соответствуют сет-
операции по Минковскому27 над множеством нечетких событий
(∼)

X = {∼x, x ∈ X}, порожденным множеством X. Множество нечет-

ких событий
(∼)

X выбрано из алгебры нечетких событий
v
FM веро-

ятностного пространства (
v
ΩM,

v
FM,P), где вероятность P нечеткого

события ∼
x = {xµ, µ ∈ M} ∈ v

FM индуцируется на
v
FM вероятно-

стью P по формуле P(∼x) = 1
|M|

∑
µ∈M P(xµ). Напомним, что пере-

сечение по Минковскому двух нечетких событий ∼
x,

∼
y ∈

(∼)

X опре-
деляется как нечеткое событие ∼

x(∩)∼y = {xµ ∩ yµ, µ ∈ M}. Пусть
O ⊆ 2X — произвольная совокупность подмножеств множества X,
где 2X — множество всех подмножеств множества X. Под

∼
ter(X) =

(
⋂

)x∈X
∼
x (

⋂
)x∈Xc

∼
x

c
, X ⊆ X понимаются нечеткие события-терраски

∼
ter(X) =

{
terµ(X), µ ∈ M

}
, где для каждого µ ∈ M события

terµ(X) =
⋂

x∈X xµ

⋂
x∈Xc xc

µ, X ⊆ X — это обычные события-террас-
ки, образующие разбиение пространства элементарных событий Ω =∑

X∈2X terµ(X), µ ∈ M. Сказанное эквивалентно утверждению, что
нечеткие события-терраски попарно не пересекаются по Минковско-
му

∼
ter(X) (∩)

∼
ter(Y ) =

∼
∅ ⇐⇒ X 6= Y и образуют разбиение по

Минковскому нечеткого достоверного события
∼
Ω = (

∑
)X∈2X

∼
ter(X).

Произвольной сет-операцией по Минковскому над множеством

нечетких событий
(∼)

X называется |X|-местная сет-операция по Мин-

ковскому (O) :
v
FM × . . .× v

FM︸ ︷︷ ︸
|X|

→ v
FM, порождаемая произволь-

ной совокупностью подмножеств O ⊆ 2X как
v
FM-измеримое нечеткое

событие
(O)
x∈X

∼
x =

(∑)

X∈O

∼
ter(X) (??)

27Минковский, Герман (Minkowski, Hermann, 1864–1909) — немецкий мате-
матик и физик родом из России. Основные труды по геометрии, теории чисел,
математической физике и теории относительности.



244 Эвентология

— непересекающееся по Минковскому объединение нечетких собы-
тий-террасок

∼
ter(X) по подмножествам X из порождающей совокуп-

ности O. Заметим, что сет-операцию по Минковскому можно опре-
делить эквивалентным образом как нечеткое событие

(O)
x∈X

∼
x =

{
O
x∈X

xµ, µ ∈ M

}
=

{ ∑

X∈O

terµ(X), µ ∈ M

}
, (??′)

составленное из сет-операций O(Xµ) = Ox∈X xµ, µ ∈ M над со-
ответствующими множествами обычных событий Xµ = {xµ, x ∈
X}, µ ∈ M.

Каждой совокупности подмножеств событий O ⊆ 2X взаимно-
однозначно соответствует сет-операция (O) над множеством нечет-

ких событий
(∼)

X . Таким образом, общее число различных сет-опера-
ций, которые можно осуществить над множеством нечетких событий
X, равно числу подмножеств множества 2X, т.е. 22|X| . Среди произ-
вольных сет-операций, определяемых формулой (??), есть две кон-
станты:

v
∅M = {∅, . . . ∅︸ ︷︷ ︸

|M|

}, v
ΩM = {Ω, . . . Ω︸ ︷︷ ︸

|M|

} а также, разумеется, все

популярные сет-операции — пересечение, объединение и симметри-
ческая разность по Минковскому:

(O)
x∈X

∼
x =





v
∅M, O = ∅,
(⋂)

x∈X

∼
x, O = {X},

(4)
x∈X

∼
x, O = {X ∈ 2X : |X| = 1 (mod 2)},

(⋃)

x∈X

∼
x, O = 2X − {∅},

v
ΩM, O = 2X.
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Кроме того, например,

(O)
x∈X

∼
x =





∼
y, O = {X ∈ 2X : y ∈ X},
∼
y(∩)∼z, O = {X ∈ 2X : {y, z} ⊆ X},
∼
ter(X), O = {X},
∼
ter(X) +

∼
ter(Y ), O = {X, Y }.

10.3.11 Индикаторы сет-операций

Поскольку результат произвольной сет-операции O над множеством
событий X — это F-измеримое событие O(X) = Ox∈X x ∈ F, то име-

ет смысл говорить о его индикаторе 1O(X)(ω) =

{
1, ω ∈ O(X),
0, иначе.

По

определению сет-операции O(X) = O
x∈X

x =
∑

X∈O

ter(X). Так как собы-

тия-терраски ter(X) не пересекаются, то 1O(X)(ω) =
∑

X∈O 1ter(X)(ω)
— индикатор сет-операции O(X) равен сумме индикаторов тех собы-
тий-террасок, которым соответствуют подмножества событий X ∈
O. Но индикатор события-терраски ter(X) очевидно равен

1ter(X)(ω) =
∏

x∈X

1x(ω)
∏

x∈Xc

1xc(ω) =
∏

x∈X

1x(ω)
∏

x∈Xc

(1− 1x(ω)).

В итоге получаем формулу

1O(X)(ω) =
∑

X∈O

( ∏

x∈X

1x(ω)
∏

x∈Xc

(1− 1x(ω))

)
,

связывающую индикатор сет-операции над множеством событий с
индикаторами событий из этого множества.

10.4 Основная эвентологическая
теорема о нечетких событиях

Основная эвентологическая теорема о нечетких событиях предлага-
ет формулу для вычисления индикатора произвольной сет-операции
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над множеством нечетких событий, того самого индикатора, кото-
рый играет в эвентологии нечетких событий ту же роль, что и функ-
ции степени принадлежности в теории нечетких множеств Заде,
является ее эвентологическим обобщением и называется эвентологи-
ческой функцией степени принадлежности. Подойдем к формули-
ровке и доказательству этой теоремы путем, возможно, не самым ко-
ротким, но позволяющим шаг за шагом детально прояснить и смысл
самой теоремы, и метод ее доказательства.

(∼)

X





. . .
∼
x
. . .
∼
y
. . .
∼
z
. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . xλ . . . xµ . . . xν . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . yλ . . . yµ . . . yν . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . zλ . . . zµ . . . zν . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . .
v
λ . . .

v
µ . . .

v
ν . . .︸ ︷︷ ︸

(∼)

M

Рис. 10.6.Матрица избранных событий XM = {xµ, x ∈ X, µ ∈ M}, составленная
из F-измеримых событий xµ ⊆ Ω, «строки» которой xM = {xµ, µ ∈ M} опреде-

ляют нечеткие события ∼
x = xM, образующие множество

(∼)

X = {∼x, x ∈ X}, а
«столбцы» Xµ = {xµ, x ∈ X} — нечеткие разумы v

µ = Xµ, образующие множе-

ство
(∼)

M = {v
µ, µ ∈ M}.

Рассмотрим (Ω, F,P) — вероятностное пространство и XM = {xµ,
x ∈ X, µ ∈ M} — матрицу избранных F-измеримых событий xµ ⊆
Ω, «строки» которой xM = {xµ, µ ∈ M} определяют нечеткие собы-

тия ∼
x = xM, образующие множество

(∼)

X = {∼x, x ∈ X}, а «столбцы»
Xµ = {xµ, x ∈ X} — нечеткие разумы v

µ = Xµ, образующие множе-

ство
(∼)

M = {v
µ, µ ∈ M} (рис. 10.6).

1. Разбиение пространства элементарных событий нечетким собы-
тием. Напомним, что любое конечное множество F-измеримых со-
бытий разбивает пространство элементарных событий на события-
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терраски, порожденные этим множеством. Это относится и к каждо-
му нечеткому событию, которое по определению есть конечное мно-
жество событий

∼
x = {xµ, µ ∈ M}.

Если договориться обозначать Wx — произвольное подмножество M,
W c

x = M−Wx — его дополнение, а

terx(Wx) =
⋂

µ∈Wx

xµ

⋂

µ∈W c
x

xc
µ

— события-терраски, порожденные нечетким событием ∼
x, то Ω =

∑
Wx⊆M terx(Wx) — каждое нечеткое событие ∼

x ∈
(∼)

X разбивает про-
странство элементарных событий Ω на соответствующие порождае-
мые им события-терраски: terx(Wx), Wx ⊆ M.

2. Разбиение пространства элементарных событий множеством не-
четких событий. Нетрудно догадаться, что множество всех представ-

ляющих для нас интерес нечетких событий
(∼)

X = {∼x, x ∈ X} разби-
вает Ω на еще более мелкие так называемые субсобытия-терраски:

Ω =
∑

v
W∈2M × . . .× 2M

︸ ︷︷ ︸
|X|

ter(
v
W ),

каждое из которых имеет вид пересечения событий-террасок:

ter(
v
W ) =

⋂

x∈X

terx(Wx).

Здесь использован символ «∼» оператора «расслоения по X» для
обозначения v

W = {Wx, x ∈ X} ∈ 2M × . . .× 2M

︸ ︷︷ ︸
|X|

— произвольного |X|-множества подмножеств M.
3. Произвольная сет-операция над множеством нечетких событий.

Произвольная сет-операция

(O) :
v
FM × . . .× v

FM︸ ︷︷ ︸
|X|

→ v
FM
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над множеством F-измеримых нечетких событий
(∼)

X определяется
соответствующей произвольной совокупностью подмножеств O ⊆ 2X

как нечеткое событие

(O)
x∈X

∼
x =

(∑)

X∈O

∼
ter(X) =

{
O
x∈X

xµ : µ ∈ M

}
,

где

O
x∈X

xµ =
∑

X∈O

terµ(X) =
∑

X∈O

⋂

x∈X

xµ

⋂

x∈Xc

xc
µ

— соответствующая произвольная сет-операция над множеством F-
измеримых событий v

µ = {xµ, x ∈ X}, определяемая той же совокуп-
ностью O ⊆ 2X.

4. Индикатор произвольной сет-операции над множеством нечет-
ких событий — кусочно-постоянная функция на Ω. Легко понять, что

индикатор любой сет-операции (O) над множеством нечетких со-

бытий
(∼)

X — это кусочно-постоянная функция на Ω, которая если и
может меняться, то лишь от одного субсобытия-терраски к друго-
му, оставаясь для всех ω в пределах каждого субсобытия-терраски
ter(

v
W ) =

⋂

x∈X

terx(Wx) постоянной.

5. Индуцирование сет-операций. Если каждому x ∈ X сопоставля-
ется некоторое произвольное подмножество Wx ⊆ M, то все вместе
они образуют |X|-множество произвольных подмножеств M:

v
W =

{Wx, x ∈ X}. Так действует оператор ∼ : W → v
W , который «рас-

слаивает» имя «W — произвольное подмножество M» при помощи
множества X. Имеем два равномощных множества |X| = | v

W |, меж-
ду которыми установлено взаимно-однозначное соответствие: x →
Wx, x ∈ X, или x ← Wx, Wx ∈

v
W. Вольно говоря, элементы

v
W «занумерованы» элементами X. Причем элементами первого мно-
жества служат подмножества Ω, а элементами второго — подмноже-
ства M. Совершенно очевидно, что произвольную операцию O над
множеством X подмножеств Ω, определяемую совокупностью под-
множеств O ⊆ 2X, можно применить и к множеству

v
W подмножеств

M, индуцируя новую сет-операцию на множестве подмножеств M
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по аналогичной формуле

O
x∈X

Wx =
∑

X⊆O

ter v
W

(X) ⊆ M, (∗)

где для X ⊆ X

ter v
W

(X) =
⋂

x∈X

Wx

⋂

x∈Xc

W c
x ⊆ M

— терраска-подмножество M, индуцированная терраской-подмноже-
ством Ω:

terX(X) = ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc ⊆ Ω.

Таким образом произвольная сет-операция над одним множе-
ством подмножеств (X) индуцирует формулой (∗) новую сет-опе-
рацию на другом множестве подмножеств (

v
W ), если между ни-

ми установлено взаимно-однозначное соответствие, т.е. если под-
множества второго множества «занумерованы» подмножества-
ми первого.

Готовы все обозначения, чтобы записать формулу для индика-
тора произвольной сет-операции над множеством M-нечетких собы-
тий. Итак, справедлива

Теорема (формула для индикатора произвольной сет-операции над
множеством M-нечетких событий). Пусть

(O)(X) = (O)
x∈X

∼
x =

{
O
x∈X

xµ, µ ∈ M

}

— произвольная сет-операция над множеством M-нечетких собы-

тий
(∼)

X = {∼x, x ∈ X}, определяемая совокупностью подмножеств
O ⊆ 2X. Тогда ее индикатор вычисляется по формуле:

1(O)(X)(ω) =





1
|M|

∣∣∣∣Ox∈X
∅x

∣∣∣∣ , ω ∈ ter(
v
∅M),

. . . , . . . ,
1
|M|

∣∣∣∣Ox∈X
Wx

∣∣∣∣ , ω ∈ ter(
v
W ),

. . . , . . . ,
1
|M|

∣∣∣∣Ox∈X
Mx

∣∣∣∣ , ω ∈ ter(M̃),
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где
v
W = {Wx, x ∈ X} — произвольное |X|-множество подмножеств

M, а
v
∅M = {∅, . . . , ∅}︸ ︷︷ ︸

|X|

, M̃ = {M, . . . , M}︸ ︷︷ ︸
|X|

— |X|-множества пустых

и полных подмножеств M соответственно.

(∼)

X





. . .
∼
x
. . .
∼
y
. . .
∼
z
. . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . xλ . . . xµ . . . xν . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . yλ . . . yµ . . . yν . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . zλ . . . zµ . . . zν . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . .
v
λ . . .

v
µ . . .

v
ν . . .︸ ︷︷ ︸

(∼)

M

®
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ª
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Рис. 10.7. Двойственные наборы подмножеств Xµ = {x : µ ∈ Wx}, µ ∈ M
множества X и подмножеств Wx = {µ : x ∈ Xµ}, x ∈ X множества M, порож-

денные подмножеством XW =
⋃

µ∈M

⋃
x∈Xµ

xµ =
⋃
x∈X

⋃
µ∈Wx

xµ элементов матрицы

избранных событий XM = {xµ, x ∈ X, µ ∈ M}

6. Двойственные наборы подмножеств, порождаемые произвольным
подмножеством матрицы избранных событий XM. Выберем из матри-
цы избранных событий XM произвольное подмножество элементов
XW ⊆ XM и представим его двумя способами, сначала в виде объеди-
нения его элементов, входящих в «столбцы», а затем элементов, вхо-
дящих в «строки» этой матрицы. Сначала заметим, что всю матрицу
избранных событий можно представить двумя способами в виде объ-
единения «столбцов», которыми служат множества v

µ = {xµ, x ∈ X},
и «строк», которыми служат множества ∼

x = {xµ, µ ∈ M}:

XM =
⋃

µ∈M

v
µ =

⋃

x∈X

∼
x.

Такими же двумя способами можно представить и произвольное под-
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множество элементов этой матрицы:

XW =
⋃

µ∈M

(
XW ∩ v

µ
)

=
⋃

x∈X

(
XW ∩ ∼

x
)
.

Заметим, что

XW ∩ v
µ =

⋃

x∈Xµ

xµ, XW ∩ ∼
x =

⋃

µ∈Wx

xµ,

где
Xµ = {x : xµ ∈ XW ∩ v

µ} ⊆ X, µ ∈ M,

Wx = {µ : xµ ∈ XW ∩ ∼
x} ⊆ M, x ∈ X.

Наборы подмножеств {Xµ, µ ∈ M} и {Wx, x ∈ X}, определяемые
подмножеством XM, связаны очевидными взаимно-обратными соот-
ношениями Xµ = {x : µ ∈ Wx} ⊆ X, µ ∈ M и Wx = {µ : x ∈ Xµ} ⊆
M, x ∈ X.

Все готово, чтобы записать формулу для индикатора произволь-
ной сет-операции над множеством X-нечетких событий. Итак, спра-
ведлива двойственная

Теорема (формула для индикатора произвольной сет-операции над
множеством X-нечетких событий). Пусть

(O)(M) = (O)
µ∈M

v
µ =

{
O

µ∈M
xµ, x ∈ X

}

— произвольная сет-операция над множеством X-нечетких собы-

тий
(∼)

M = {v
µ, µ ∈ M}, определяемая совокупностью подмножеств

O ⊆ 2M. Тогда ее индикатор вычисляется по формуле:

1(O)(M)(ω) =





1
|X|

∣∣∣∣ Oµ∈M
∅µ

∣∣∣∣ , ω ∈ ter(
v
∅M),

. . . , . . . ,
1
|X|

∣∣∣∣ Oµ∈M
Xµ

∣∣∣∣ , ω ∈ ter(X̃),

. . . , . . . ,
1
|X|

∣∣∣∣ Oµ∈M
Xµ

∣∣∣∣ , ω ∈ ter(M̃),
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где X̃ = {Xµ, µ ∈ M} — произвольное |M|-множество подмно-
жеств X, а

∼
∅X = {∅, . . . , ∅}︸ ︷︷ ︸

|M|

, X̃ = {X, . . . , X}︸ ︷︷ ︸
|M|

— |M|-множества

пустых и полных подмножеств X соответственно.

10.4.1 Следствие из основной эвентологической теоремы

Из основной эвентологическая теоремы о нечетких событиях с оче-
видностью, не требующей дополнительных доказательств, вытекает
одно очень важное свойство индикатора сет-операции над множе-
ством нечетких событий, который иначе называется эвентологиче-
ской функцией степени принадлежности э-событий нечеткому со-
бытию — результату данной сет-операции, и является единственным
эвентологически корректным обобщением «обычных» функций сте-
пени принадлежности сет-операциям над нечеткими событиями, ис-
пользуемых во множестве различных эмпирических вариантов в тео-
рии нечетких множеств Заде (см. таблицу на стр. 200).

Предложенная в этой главе (стр. 202) «косметическая» эвентоло-
гическая модификация формул для операций над функциями сте-
пени принадлежности классической теории нечетких множеств За-
де сводит все многообразие эмпирически используемых в этой тео-
рии операций к одной общей операции Фреше, зависящей от пара-
метра, интерпретируемого как Фреше-корреляция нечетких событий
(см. таблицу на стр. 203). Введенная эвентологами операция Фреше
выгодно отличается от множества эмпирических вариантов класси-
ческих операций тем, что всегда удовлетворяет неравенствам Фре-
ше, чего нельзя сказать о некоторых классических операциях теории
Заде (например, о дельта-операции).

Основная эвентологическая теорема идет существенно дальше
«косметической» модификации классических формул Заде и пол-
ностью закрывает проблему выбора формул для сет-операций над
нечеткими событиями. Она предлагает одну-единственную общую
эвентологически корректную формулу для индикатора произволь-
ной сет-операции над любым множеством нечетких событий, ина-
че говоря — формулу для эвентологической функции степени при-
надлежности э-события результату данной сет-операции. Основ-
ная теорема имеет общий характер, так как в качестве произволь-
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ной сет-операции могут выступать привычные объединение, пересе-
чение и симметрическая разность, а также любая другая возможная
сет-операция над множеством нечетких событий. Важнейшим след-
ствием основной эвентологической теоремы является замечательный
факт: эвентологические функции степени принадлежности э-события
пересечению и объединению множества нечетких событий, предла-
гаемые этой теоремой, всегда удовлетворяют неравенствам Фреше.

Приведем неравенства Фреше для функции степени принадлеж-
ности э-событий пересечению и объединению нечетких событий в
двух вариантах: сначала для сет-операции над двумя нечеткими со-
бытиями, а затем — над произвольным множеством нечетких собы-
тий. Пусть ∼

x и ∼
y — два произвольных нечетких события, x, y ∈ X,

X ⊆ X — любое подмножество X, а ω ∈ Ω — любое э-событие из
пространства э-событий Ω.

1) Пересечение и объединение двух нечетких событий ∼
x и ∼

y:

max
{

0, 1∼
x
(ω) + 1∼

y
(ω)− 1

}
6 1∼

x (∩)
∼
y
(ω) 6 min

{
1∼

x
(ω), 1∼

y
(ω)

}
,

max
{
1∼

x
(ω), 1∼

y
(ω)

}
6 1∼

x (∪)
∼
y
(ω) 6 min

{
1, 1∼

x
(ω) + 1∼

y
(ω)

}
.

2) Пересечение и объединение множества нечетких событий {∼x, x ∈
X}:

max

{
0, 1−

∑

x∈X

(
1− 1∼

x
(ω)

)}
6 1(

⋂
)

x∈X

∼
x
(ω) 6 min

x∈X
1∼

x
(ω),

max
x∈X

1∼
x
(ω) 6 1(

⋃
)

x∈X

∼
x
(ω) 6 min

{
1,

∑

x∈X

1∼
x
(ω)

}
.

10.5 Случайные нечеткие события

M-нечеткое событие
∼
x = {xµ ∈ F : µ ∈ M}, x ∈ X,

— это множество из |M| F-измеримых событий xµ ⊆ Ω. При наступ-
лении э-события ω ∈ Ω некоторые события из ∼

x наступают, а неко-
торые нет — в соответствии с тем, попадает или не попадает в них
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э-событие ω. События из ∼x, наступающие при наступлении э-события
ω ∈ Ω, образуют подмножество событий

∼
Kx(ω) = {xµ ∈ ∼

x : ω ∈ xµ} ⊆ ∼
x

— одно из возможных значений случайного множества событий

∼
Kx : (Ω, F,P) →

(
2
∼
x , 22

∼
x

)
,

которое называется случайным M-нечетким событием. Аналогично
определяется случайное X-нечеткое событие

v
Kµ : (Ω,F,P) →

(
2

v
µ , 22

v
µ

)

со значениями

v
Kµ(ω) = {xµ ∈ v

µ : ω ∈ xµ} ⊆ v
µ

— подмножествами X-нечеткого события

v
µ = {xµ ∈ F : x ∈ X}, µ ∈ M.

10.5.1 Мощность нечеткого события

M-нечеткое событие ∼
x = {xµ ∈ F : µ ∈ M} — это множество, состо-

ящее из |M| событий xµ ⊆ Ω. Мощностью M-нечеткого события ∼
x

называется целое число |M|, равное мощности множества событий,
которым оно определяется:

|∼x|M =
∣∣∣{xµ ∈ F : µ ∈ M}

∣∣∣ = |M|.

Мощность случайного M-нечеткого события
∼
Kx определяется как

с.в. | ∼Kx|M, значениями которой при ω ∈ Ω служат

| ∼Kx(ω)|M =
∣∣∣{xµ ∈ ∼

x : ω ∈ xµ}
∣∣∣
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— мощности соответствующих значений случайного множества со-
бытий

∼
Kx, принадлежащие множеству {0, 1, . . . , |M|}. Средняя мощ-

ность случайного M-нечеткого события
∼
Kx определяется как мате-

матическое ожидание с.в. | ∼Kx|M и может быть вычислена по извест-
ной теореме Роббинса

E| ∼Kx|M =
∑

µ∈M

P(xµ). (∗)

Напомним, что вероятность M-нечеткого события ∼
x определяется

как математическое ожидание его индикатора:

P(∼x) = E1∼
x

=
∑

ω∈Ω

1∼
x
(ω)P(ω) =

∑

ω∈Ω

1
|M|

∑

µ∈M

1xµ(ω)P(ω) =

=
1
|M|

∑

µ∈M

E1xµ =
1
|M|

∑

µ∈M

P(xµ).

Из (∗) следует, что вероятность M-нечеткого события ∼
x связана со

средней мощностью случайного M-нечеткого события
∼
Kx формулой:

P(∼x) =
E| ∼Kx|M
|∼x|M

=
E| ∼Kx|M
|M| , x ∈ X,

как отношение среднего числа наступающих событий к общему чис-
лу событий в ∼

x, x ∈ X. Аналогично определяется мощность X-
нечеткого события

|vµ|X =
∣∣∣{xµ ∈ F : x ∈ X}

∣∣∣ = |X|

и мощность | v
Kµ|X случайного X-нечеткого события

v
Kµ, принимаю-

щая значения
| v
Kµ(ω)|X =

∣∣∣{xµ ∈ v
µ : ω ∈ xµ}

∣∣∣
из {0, 1, . . . , |X|}. Средняя мощность случайного X-нечеткого собы-
тия

v
Kµ определяется как математическое ожидание с.в. | v

Kµ|X и мо-
жет быть вычислена по теореме Роббинса:

E| v
Kµ|X =

∑

x∈X

P(xµ). (∗∗)
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Вероятность X-нечеткого события v
µ связана со средней мощностью

случайного X-нечеткого события
v
Kµ формулой:

P(v
µ) =

E| v
Kµ|X
|vµ|X

=
E| v

Kµ|X
|X| , µ ∈ M,

как отношение среднего числа наступающих событий к общему чис-
лу событий в v

µ, µ ∈ M.

10.5.2 Эвентологические сет-средние нечетких событий

Эвентологическими сет-средними (Э-сет-средними) нечетких со-
бытий служат обычные события, определяемые как срезы их инди-
каторов на определенных уровнях. Эвентологической сет-медианой
(Э-сет-медианой) M-нечеткого события ∼

x и X-нечеткого события v
µ

называются соответственно события

Med ∼
x = {ω ∈ Ω : 1∼

x
(ω) > 1/2} ⊆ Ω, x ∈ X,

Med v
µ = {ω ∈ Ω : 1v

µ
(ω) > 1/2} ⊆ Ω, µ ∈ M.

Эвентологическим сет-ожиданием (Э-сет-ожиданием) M-нечетко-
го события ∼

x и X-нечеткого события v
µ называются соответственно

события
E∼x = {ω ∈ Ω : 1∼

x
(ω) > P(∼x)} ⊆ Ω, x ∈ X,

Ev
µ = {ω ∈ Ω : 1v

µ
(ω) > P(v

µ)} ⊆ Ω, µ ∈ M.

Нетрудно установить, что Э-сет-средние F-измеримы, т.е.

Med ∼
x ∈ F, Med v

µ ∈ F, E∼x ∈ F, Ev
µ ∈ F.

Этот факт следует из того, что индикаторы нечетких событий посто-
янны в пределах событий-террасок, ими порожденных. Из F-измери-
мости Э-сет-средних следует два факта. Во-первых, для каждого Э-
сет-среднего как F-измеримого события определена его вероятность:

P(Med ∼
x), P(Med v

µ), P(E∼x), P(Ev
µ).
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Во-вторых, каждое Э-сет-среднее — это результат вполне опреде-
ленной обобщенной сет-операции над множествами событий ∼

x и v
µ

соответственно:

Med ∼
x = Medx

µ∈M
xµ =

∑

Wx∈Med x

terx(Wx),

Med v
µ = Medµ

x∈X
xµ =

∑

Xµ∈Med µ

terµ(Xµ),

E∼x = Ex
µ∈M

xµ =
∑

Wx∈Ex

terx(Wx),

Ev
µ = Eµ

x∈X

xµ =
∑

Xµ∈Eµ

terµ(Xµ),

где Med x, Ex ⊆ 2
∼
x , Med µ, Eµ ⊆ 2

v
µ — это подмножества множеств 2

∼
x

и 2
v
µ всех подмножеств множеств ∼

x и v
µ соответственно, определяю-

щие обобщенные сет-операции Med x, Med µ, Ex и Eµ.

10.6 Эвентологическое обоснование
существующих теорий неопределенности

10.6.1 Эвентологическое обоснование
теория нечеткости Заде

В эвентологии нечеткое событие x̃ = {xµ : µ ∈ M} определяет-
ся как множество «обычных» событий xµ ⊆ Ω. Индикатор нечет-
кого события — среднее индикаторов событий, его составляющих:
1x̃(ω) = 1

|M|
∑

µ∈M 1xµ(ω), называется эвентологической функцией
принадлежности нечеткого события (рис. 10.8).

В теории нечетких множеств Заде нечеткое событие определя-
ется функцией принадлежности на Ω, вид которой не может быть
выведен теоретически из более простых понятий, а задается в каж-
дой задаче, исходя из внешних по отношению к теории соображений
(рис. 10.9).
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xµ ⊆ Ω, µ ∈ M x̃ = {xµ : µ ∈ M} 1x̃(ω)

Рис. 10.8. Эвентология определяет нечеткое событие как множество «обычных»
колмогоровских событий и предлагает метод построения Э-функции принадлеж-
ности нечеткого события как среднего индикаторов событий, его составляющих.

Zx(ω)

Рис. 10.9. В теории нечетких множеств Заде нечеткое событие x отождествляет-
ся с функцией принадлежности Zx(ω) на Ω, вид которой в любой задаче всегда
должен быть задан изначально на основе дополнительных предположений, вы-

ходящих за рамки теории.

10.6.2 Теория возможностей Заде — частный случай
эвентологической теории нечеткости
для вложенных событий

Классический текст [256]. «Если мы знаем, что ω ∈ x ⊆ Ω, то

• событие a возможно, если a ∩ x 6= ∅, а

Pos(a) = max
ω∈a

Pos(ω)

— это степень возможности того, что ω ∈ a;

• событие a необходимо, если x ⊆ a, а
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Nec(a) = 1− Pos(ac)

— это степень необходимости того, что ω ∈ a»28.

x x

a a

Ω Ω

a ∩ x 6= ∅ ⇐⇒ a — возможно x ⊆ a ⇐⇒ a — необходимо

Pos(a) = max
ω∈a

Pos(ω) Nec(a) = min
ω∈a

Nec(ω)

Рис. 10.10. Классическое определение сет-функций теории возможностей: воз-
можность Pos (Possibility) и необходимость Nec (Necessity).

Эвентологический «перевод». «Если мы знаем, что x ∈ X, то

• случайное множество событий K возможно относительно мно-
жества событий X, если

K ∩X 6= ∅.

Степень возможности K относительно множества событий
X:

P (K ∩X 6= ∅) = P

( ⋃

x∈X

x

)
= uX = Pos(K, X).

28Здесь Pos — функция возможности (possibility), Nec — функция необходимо-
сти (necessity).
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• случайное множество событий K необходимо относительно
множества событий, если

X ⊆ K.

Степень необходимости K относительно множества событий
X»:

P (X ⊆ K) = P

( ⋂

x∈X

x

)
= pX = Nec(K, X).

X X

K K

X X

K ∩X 6= ∅ ⇐⇒ K — возможно, X ⊆ K ⇐⇒ K — необходимо.

Pos(K, X) = P

( ⋃
x∈X

x

)
=

= max
x∈X

P(x) = max
x∈X

Pos(K, {x})

Nec(K, X) = P

( ⋂
x∈X

x

)
=

= min
x∈X

P(x) = min
x∈X

Nec(K, {x})

Рис. 10.11. Эвентологическое обоснование сет-функций теории возможностей:
возможность (Pos) и необходимость (Nec).

В теории возможностей возможность и необходимость удовлетво-
ряют характеристическим равенствам:

Pos(K, X) = max
x∈X

Pos(K, {x}),
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Nec(K, X) = min
x∈X

Nec(K, {x}).

С эвентологической точки зрения эти характеристические равенства
справедливы только в случае, когда множество событий имеет вло-

женную структуру зависимостей, т.е. когда x ∩ y =

{
x,

y.
для

x, y ∈ X. Для вложенной структуры зависимостей эти характеристи-
ческие равенства следуют из своего Э-определения:

Pos(K,X) = P(K ∩X 6= ∅) = uX = P

( ⋃

x∈X

x

)
=

= max
x∈X

P(x) = max
x∈X

Pos(K, {x}),

Nec(K, X) = P(X ⊆ K) = pX = P

( ⋂

x∈X

x

)
=

= min
x∈X

P(x) = min
x∈X

Nec(K, {x}).

Кроме того, эвентологические возможность Pos(K,X) и необходи-
мость Nec(K,X) связаны между собой формулами обращения Ме-
биуса: 




1− uX =
∑

Y⊆X

(−1)|Y |pY ;

pX =
∑

Y⊆X

(−1)|Y |(1− uY ).

10.6.3 Теория свидетельств Демпстера-Шафера
обобщается эвентологией

Теория Демпстера-Шафера [214] — это математическая теория сви-
детельств, основанная на функции уверенности Bel (belief function)
и функции правдоподобности Pl (plausibility function), которые эвен-
тологически имеют вид:

Bel(K, X) = P(X ⊆ K) = P

( ⋂

x∈X

x

)
= pX



262 Эвентология

— Э-функция уверенности (belief E-function),

Pl(K, X) = P(K ∩X 6= ∅) = P

( ⋃

x∈X

x

)
= uX

— Э-функция правдоподобности (plausibility E-function), и связаны
обращением Мебиуса:





1− uX =
∑

Y⊆X

(−1)|Y |pY ,

pX =
∑

Y⊆X

(−1)|Y |(1− uY ).

10.6.4 Пары Э-распределений, порождающие
новые версии теории неопределенности

Эвентология не только предлагает теоретическое обоснование тео-
рии возможностей Заде [256] и теории свидетельств Демпстера-Ша-
фера [214], но и способна предложить еще три варианта пар функ-
ций, на основе которых можно было бы при желании развить новые
версии теории нечеткости (см. табл. 10.12).

1-я версия (классическая) — теория свидетельств (Демпстер-
Шафер) и теория возможностей (Заде):

{pX , uX} = {Bel(K, X),Pl(K, X)}
= {Nec(K, X),Pos(K,X)}.

2-я версия:

{pX , uX} = {Bel1(K, X),Pl1(K, X)}
= {Nec1(K, X),Pos1(K,X)}.

3-я версия:

{pX , uX} = {Bel(Kc, X),Pl(Kc, X)}
= {Nec(Kc, X),Pos(Kc, X)}.

4-я версия:

{pX , uX} = {Bel1(Kc, X),Pl1(Kc, X)}
= {Nec1(Kc, X),Pos1(Kc, X)}.
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Эвентология убедительно обосновывает возвращение существую-
щих теорий неопределенности в пределы колмогоровской теории ве-
роятностей, а эвентологическая интерпретация теории нечетких мно-
жеств и теории возможностей Заде, теории свидетельств Демпстера-
Шафера и др., не только позволяет взглянуть на них с единых собы-
тийных позиций, но и предлагает новые событийные версии теории
нечеткости, которые могут оказаться полезными и более приемлемы-
ми в тех или иных прикладных областях.

10.7 Вместо заключения

Эвентология, изучающая движение случайных нечетких событий,
под которым понимается динамика эвентологических распределений,
пока еще выглядит далекой от завершения теорией. Заложены проч-
ные основы эвентологии, доказаны важные утверждения о случай-
ных нечетких событиях, такие как основная эвентологическая теоре-
ма. Стало уже очевидным, что эвентология нечетких событий, как
более общая теория, поглотила давно известную, хорошо себя заре-
комендовавшую, но частную и недостаточно теоретически обосно-
ванную теорию нечетких множеств Заде. Однако в эвентологии все
еще остаются неясными многие теоретические и практические во-
просы. Поэтому вместо заключения мы предлагаем ряд замечаний,
содержащих, правда, больше вопросов, чем ответов, надеясь, что в
обозримом будущем в следующих наших работах будут и найдены
ответы на вопросы, и поставлены новые эвентологические задачи.
Эвентология развивается, на наших глазах стремительно превраща-
ясь в универсальный эвентологический язык, на котором с одинако-
вым успехом можно ставить, обсуждать и решать проблемы, связан-
ные и с материей, и с разумом.

10.7.1 Виды нечеткости

Нечеткость и случайность

Эвентология имеет дело с нечеткими событиями двух видов, кото-
рые отличаются друг от друга множествами, порождающими нечет-
кость: первый вид нечеткости порождается множеством M, а второй
— множеством X. Эвентологическая интерпретация этих нечеткостей
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различна, но пока до конца не выяснена. Возможно, что нечеткость
события ∼

x = {xµ, µ ∈ M}, порождаемая множеством M и «изме-
ряемая» принадлежностью, объясняется несходством представлений
различных индивидуальных разумов µ ∈ M о наступлении каждого
избранного события x ∈ X, а нечеткость события v

µ = {xµ, x ∈ X},
порождаемая множеством X и измеряемая вероятностью, следует из
способности каждого индивидуального разума µ ∈ M (который опре-
деляется собственной чередой событий, содержащей и множество со-
бытий v

µ) делать в пределах собственной череды событий вероятност-
ный выбор. Вполне может оказаться, что нечеткость второго вида,
вызываемая множеством X в поведении индивидуального разума µ
— это «вероятностная нечеткость», имя которой «случайность». Та-
ким образом, нечеткость порождается множеством M — разумом — и
«измеряется» принадлежностью, а «случайность» порождается мно-
жеством X — материей — и «измеряется» вероятностью. Такие ана-
логии представляются мне верными, но выглядят, на первый взгляд,
все же парадоксально и потому требуют дополнительных размыш-
лений и оправданий. Пока же ограничимся тем, что будем просто
различать два вида нечеткости и говорить о M-нечетком событии ∼

x
и X-нечетком событии v

µ.

Индивидуальная и совокупная нечеткость

Совокупная нечеткость. Множество разумных субъектов M по-
рождает нечеткость «со-бытия» x ∈ X в виде множества колмого-
ровских событий — нечеткого события

x̃ = {xµ, µ ∈ M},
характеризующего M-совокупную нечеткость восприятия или созда-
ния «со-бытия» x ∈ X множеством разумных субъектов M. Это
нечеткость, порождаемая совокупностью разумных субъектов M, —
M-совокупная нечеткость.

Индивидуальная нечеткость.Находясь в разные моменты вре-
мени в разных собственных состояниях s ∈ $, разумный субъект µ
воспринимает или создает одно и то же «со-бытие» x ∈ X в виде
различных колмогоровских событий xs

µ ⊆ Ω. Эти колмогоровские
события образуют нечеткое событие

x̃µ = {xs
µ, s ∈ $},
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которое характеризует µ-индивидуальную нечеткость восприятия или
создания «со-бытия» x ∈ X разумным субъектом µ. Это нечеткость
«со-бытия», порождаемая разумным субъектом µ, — µ-индивидуаль-
ная нечеткость. В соответствии с общими эвентологическими прин-
ципами разумный субъект обречен на индивидуальную нечеткость
— его способ существования, его «со-бытие».

Виды статистики нечеткости. Индивидуальная и совокупная
нечеткость прямым образом соответствуют тому, чему в теории слу-
чайных процессов, статистической механике и математической ста-
тистике соответствует усреднение по времени и по пространству.
Статистическая процедура усреднения по времени имеет дело с вре-
менными рядами данных, характеризующих один объект, а усредне-
ния по пространству — с множеством однотипных объектов, взятых
в один и тот же момент времени в различных точках пространства.
Разумный субъект µ представляет собой временной ряд колмогоров-
ских событий, а множество однотипных разумных субъектов M раз-
личные одномоментные колмогоровские события, характеризующие
данный тип разумных субъектов. Отсюда статистические эвентоло-
гические наблюдения за определенным типом разумных субъектов
можно проводить двумя эквивалентными29 способами, наблюдая ли-
бо много раз за «со-бытием» одного разумного субъекта в течение
некоторого временного интервала, либо один раз за множеством «со-
бытий» однотипных разумных субъектов.

10.7.2 Разум и события

Осознать наступление события, понять, что оно наступило, воспри-
нять его разум может только либо вспомнив имя события, либо дав
имя событию, до сих пор безымянному. Событие без имени остается
за пределами сознания, в бессознательном, до поры до времени, по-
ка разум не вызовет его из своих бессознательных глубин, дав ему
имя. Осознавать наступление событий, понимать, что они наступа-
ют, воспринимать их — это для разума то же, что существовать,
быть. Так же и события существуют, пока их осознает, понимает,
воспринимает разум. Разум и события не могут существовать друг

29В статистической эвентологии также справедлив эргодическая гипотеза об
эквивалентности событийных средних по времени и по пространству разумных
субъектов.
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без друга. Бытие разума — восприятие событий, бытие событий —
восприятие разумом.

10.7.3 Принадлежность и бытие

В теории Заде нечеткое событие отождествляется с функцией сте-
пени принадлежности, заданной на Ω, иными словами, с некоторой
с.в. со значениями из отрезка [0, 1]. Степень принадлежности — клю-
чевое понятие теории нечетких множеств. Однако в теории вероят-
ностей принадлежность э-события ω ∈ Ω тому или иному событию
означает наступление последнего. Поэтому, когда речь идет о степе-
ни принадлежности э-события нечеткому событию, эвентологически
корректнее говорить о степени наступления нечеткого события «в
умах множества разумных субъектов» при наступлении э-события
ω ∈ Ω. В связи с этим в эвентологии нечетких событий вместо клю-
чевого для теории нечетких множеств термина «принадлежность»
уместнее ввести эквивалентный, но совершенно новый и, мне кажет-
ся, «революционный» для этой теории термин, на место которого
имеется, правда, несколько претендентов: «осознавание», «понима-
ние», «восприятие», «существование», «бытие». Это позволит гово-
рить не о степени принадлежности э-события нечеткому событию, а
о «степени осознавания, понимания, восприятия» разумом нечеткого
события, или о «степени существования, бытия разума в нечетком
событии», или о «степени существования, бытия нечеткого события
в разуме».



Глава 10. Теория нечетких событий 267

Э-распределения Дополнительные Э-распределения

p(X) = P(K = X) (1) u(X) = P(Kc 6= Xc) (7)

pX = P

( ⋂
x∈X

x

)
uX = P

( ⋃
x∈X

xc

)

= P(X ⊆ K) = P(Kc ∩X 6= ∅)

=

{
Bel(K, X)

Nec(K, X)
(2) =

{
Pl(Kc, X)

Pos(Kc, X)
(8)

pX = P

( ⋂
x∈Xc

xc

)
uX = P

( ⋃
x∈Xc

x

)

= P(K ⊆ X) = P(Xc 6⊆ Kc)

=

{
Bel1(K, X)

Nec1(K, X)
(3) =

{
Pl1(K

c, X)

Pos1(K
c, X)

(9)

uX = P

( ⋃
x∈X

x

)
pX = P

( ⋂
x∈X

xc

)

= P(K ∩X 6= ∅) = P(X ⊆ Kc)

=

{
Pl(K, X)

Pos(K, X)
(4) =

{
Bel(Kc, X)

Nec(Kc, X)
(10)

uX = P

( ⋃
x∈Xc

xc

)
pX = P

( ⋂
x∈Xc

x

)

= P(Xc 6⊆ K) = P(Kc ⊆ X)

=

{
Pl1(K, X)

Pos1(K, X)
(5) =

{
Bel1(K

c, X)

Nec1(K
c, X)

(11)

u(X) = P(Kc 6= Xc) (6) p(X) = P(Kc = X) (12)

Рис. 10.12. Эвентологическая «Таблица Менделеева», «открывшая» Э-распреде-
ления, порождающие новые версии теории нечеткости.
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Часть третья

ЭВЕНТОЛОГИЯ
И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЯ





Глава 11
ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКИЙ
ПОРТФЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ

Предлагается эвентологически сформулировать, решить и
интерпретировать классическую портфельную задачу Марко-
вица о распределении ресурсов а также ее новый обратный
вариант, не имеющий аналогов в существующей портфельной
теории. Освоение эвентологией портфельного анализа множе-
ства случайных событий и нового понятия оптимального порт-
феля событий несомненно способствует развитию эвентоло-
гической теории. Кроме того, портфельные методы решения
прямых и обратных эвентологических задач расширяют об-
ласть эвентологических приложений: распределение и запол-
нение ресурсов, управление персоналом и пр.

11.1 Введение

Глава посвящена основам эвентологического портфельного анали-
за, включающим простейшие постановки прямой и обратной эвен-
тологических задач Марковица1 [26, 35, 71], методы и примеры их
решения. Фактически излагается буквальный «эвентологический пе-

1Марковиц, Гарри Макс (Markowitz, Harry Max, 1927) — выдающийся аме-
риканский экономист (Калифорнийский университет, Сан-Диего); основополож-
ник современной портфельной теории; известен пионерской работой, в которой
предложил новый подход к исследованию эффектов риска распределения ин-
вестиций, корреляции и диверсификации ожидаемых инвестиционных доходов;
лауреат Нобелевской премии (1990) «за работы по теории финансовой экономи-
ки».
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ревод» классического портфельного анализа [187], дополненный ори-
гинальной постановкой обратной эвентологической задачи Маркови-
ца. Аналог обратной задачи в классическом варианте портфельной
теории отсутствует, а ее эвентологическая постановка вообще появи-
лась на свет лишь в результате осмысления новых возможностей,
открытых эвентологическим подходом к портфельному анализу.

11.2 Эвентологическая задача Марковица

Рассмотрим вероятностное пространство (Ω,F,P) и конечное мно-
жество событий X ⊆ F, состоящее из N = |X| событий с эвентоло-
гическим распределением (Э-распределением) p = {p(X), X ⊆ X},
где

p(X) = P

( ⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc

)

— вероятность одновременного наступления событий из X ⊆ X и
ненаступления событий из Xc = X − X, а xc = Ω − x. С каждым
событием x ∈ X взаимно однозначно связан его индикатор

1x(ω) =

{
1, ω ∈ x,

0, иначе,

среднее значение которого есть вероятность: E1x(ω) = P(x), а сред-
неквадратичное отклонение равно: σ2(1x(ω)) = P(x) (1 − P(x)). Из
того, что и среднее значение, и среднеквадратичное отклонение ин-
дикатора события определяются его вероятностью, следует харак-
терная особенность эвентологической задачи (Э-задачи) Марковица,
отличающая ее от классического варианта. Положения вырожден-
ных портфелей событий, имеющих «крайние» свойства (когда толь-
ко одно событие x ∈ X имеет единичный вес, а веса остальных рав-
ны нулю), на плоскости «среднеквадратичное отклонение»–«среднее
значение» определяются только вероятностями событий:

(
σ(1x(ω)), E1x(ω)

)
=

(√
P(x)(1−P(x)), P(x)

)

и лежат на положительной полуокружности радиуса 1/2 с центром
в (0, 1/2). Итак, множеству событий X взаимно однозначно соответ-
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ствует случайный вектор {1x, x ∈ X}, составленный из их индика-
торов. Ковариационная матрица этого случайного вектора состоит
из парных ковариаций событий x, y ∈ X с соответствующими дис-
персиями на главной диагонали: Kovxx = σ2(1x(ω)), x ∈ X, так как
Cov(1x,1y) = Kovxy = P(x ∩ y)−P(x)P(y).

Рис. 11.1. Эвентологические пули Марковица портфелей из трех событий, име-
ющих различные Э-распределения второго порядка. Вырожденные эвентологи-
ческие портфели (единичный вес сосредоточен в одном событии) на плоскости
«среднеквадратичное отклонение» (горизонтальная ось) — «среднее значение»
(вертикальная ось) всегда располагаются на полуокружности радиуса 1/2 с цен-

тром в точке (0, 1/2).

11.3 Постановка задачи поиска
оптимального портфеля событий

Начнем с частной эвентологической постановки задачи поиска оп-
тимального портфеля событий, формально копирующей классиче-
скую задачу Марковица. Затем приведем интерпретацию этой эвен-
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тологической копии портфельной задачи на примере, взятом из об-
ласти управления персоналом. Эта интерпретация привлекается и в
качестве иллюстрации, и как вспомогательный инструмент, облег-
чающий эвентологический перевод классического варианта портфе-
льной задачи. И, наконец, сформулируем так называемую прямую
эвентологическую задачу Марковица в общем виде.

Эвентологическая копия задачи Марковица. Рассмотрим
вероятностное пространство (Ω, F,P). Задачу поиска оптимального
портфеля из множества событий X ⊂ F можно пытаться ставить
формально точно так же, как это делается в классическом портфель-
ном анализе. Иначе говоря, можно ставить задачу поиска оптималь-
ного портфеля событий из X, считая, что

1) под портфелем событий понимается распределение a = {a(x),
x ∈ X} между событиями из X некоего «единичного веса»
1 =

∑
x∈X a(x), играющего роль единичного капитала из клас-

сической постановки задачи Марковица для фондового рынка;

2) оптимальный портфель событий взаимно однозначно опреде-
ляется распределением a∗ = {a∗(x), x ∈ X}, минимизирующим
дисперсию a-взвешенной суммы индикаторов событий:

D

(∑

x∈X

a∗(x)1x(ω)

)
= min

a
D

(∑

x∈X

a(x)1x(ω)

)

при фиксированном уровне 〈a〉 среднего значения этой суммы

E

(∑

x∈X

a∗(x)1x(ω)

)
=

∑

x∈X

a∗(x)P(x) = 〈a〉 .

Заметим, что

D

(∑

x∈X

a(x)1x(ω)

)
=

∑

x∈X

∑

y∈X

a(x)a(y)Kovxy,

где Kovxy = P(x ∩ y) − P(x)P(y) — парные ковариации событий
x, y ∈ X, которые при x = y превращаются в дисперсию события
x ∈ X: Kovxx = Dx = P(x)(1 − P(x)). Таким образом, в эвенто-
логической копии задачи Марковица Э-распределение множества



Глава 11. Э-портфельный анализ 275

событий X участвует только своими моментами вплоть до второго
порядка включительно.

Одна интерпретация прямой Э-задачи Марковица: опти-
мальное поощрение персонала фирмы. Руководство фирмы мо-
жет быть удовлетворено или нет результатами производственной де-
ятельности каждого сотрудника фирмы. На поощрение персонала
фирмы по результатам работы выделяется единичный капитал. Пе-
ред руководством фирмы встает задача, как распределить этот еди-
ничный капитал на поощрение персонала, если каждый сотрудник
характеризуется вероятностью того, что руководство фирмы удовле-
творено результатами его производственной деятельности. Причем
каждый раз премия выдается только тем сотрудникам, которые до-
стигли удовлетворительных, с точки зрения руководства фирмы, ре-
зультатов, а остальные сотрудники премии не получают. Иначе гово-
ря, в качестве премий выплачивается не весь единичный капитал по-
ощрения, а лишь его часть, соответствующая удовлетворительно ра-
ботающим в настоящее время сотрудникам. Более того, руководство
фирмы не склонно постоянно выплачивать весь единичный капитал
поощрения, справедливо полагая, что поощрение нужно рассматри-
вать как награду, а наград не могут быть достойны все сразу. Однако
выплата поощрений зависит от случая: от того, как на сей раз удаст-
ся выполнить свои обязанности работникам фирмы. Поэтому доля,
которую составят от единичного капитала выплачиваемые поощре-
ния, — это случайная величина, и руководству ничего не остается
делать, как зафиксировать на некоем оптимальном (с точки зрения
самого руководства) уровне среднее значение этой доли. Оптималь-
ная средняя доля выплачиваемых поощрений, с одной стороны, не
может быть слишком высокой, чтобы не «развратить» персонал, с
другой стороны, — слишком низкой, чтобы не перестать оказывать
стимулирующее воздействие на сотрудников. Кроме того, колебания
реальной суммы выплаченных поощрений вокруг оптимальной сред-
ней доли, по мнению руководства, должны быть, по возможности,
минимальны из тех же соображений. В рамках этих довольно есте-
ственных ограничений руководству требуется решить следующую
задачу: определить для каждого сотрудника его собственную долю в
единичном капитале поощрения, на которую он может рассчитывать
в случае удовлетворительной работы.
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Свяжем с каждым работником фирмы по одному событию. Взя-
тые все вместе, эти события образуют конечное множество событий
X, мощность которого равна численности персонала фирмы N = |X|.
Так что под X можно также понимать и множество всех сотрудников
фирмы, хотя сотрудники здесь нас интересуют только с точки зре-
ния удовлетворительного выполнения своих производственных обя-
занностей, т.е. с точки зрения наступления или ненаступления соот-
ветствующих им событий из X. Пренебрегая этими деталями, будем
понимать под X и множество событий, и множество соответствую-
щих им сотрудников.

Наступление события x ∈ X означает, что в данный момент со-
ответствующий сотрудник достиг, с точки зрения руководства фир-
мы, удовлетворительных результатов. Одновременное наступление
событий, образующих подмножество X ⊆ X, означает, что в данный
момент соответствующее подмножество сотрудников фирмы работа-
ет удовлетворительно, а оставшиеся сотрудники — неудовлетвори-
тельно. Причем, если сотруднику x ∈ X назначена премия в раз-
мере a(x), то доля единичного капитала, выплаченная подмноже-
ству «удовлетворительных» сотрудников X ⊆ X, разумеется, рав-
на a(X) =

∑
x∈X a(x) — одному из возможных значений случай-

ной величины ξ(ω) =
∑

x∈X a(x)1x(ω) — доли выплаченных поощре-
ний. Средняя доля выплаченных поощрений равна математическому
ожиданию этой случайной величины: Eξ(ω) =

∑
x∈X a(x)P(x), где

P(x) — вероятность события x ∈ X.
Решение Э-задачи Марковица позволяет руководству фирмы най-

ти оптимальное распределение единичного капитала на поощрение
персонала a∗ = {a∗(x), x ∈ X}, которое минимизирует дисперсию
доли выплачиваемых поощрений: Dξ(ω) → mina при фиксирован-
ной средней доле: Eξ(ω) = 〈a〉.

11.4 Обратная эвентологическая
задача Марковица

1) Прямая Э-задача Марковица, которую символически можно обо-
значить как p =⇒ a, заключается в поиске распределения весов
a = {a(x), x ∈ X} в портфеле (множестве) событий X, имеющих
заданное Э-распределение p = {p(X), X ⊆ X}. Подробнее: требу-
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ется найти распределение весов a в портфеле событий X, имеющих
заданный средний вес

∑

x∈X

a(x)P(x) = 〈a〉 (1)

и ∑

x∈X

∑

y∈X

a(x)a(y)Kovxy → min
a

(2)

— минимизирующих дисперсию случайного веса события из портфе-
ля X.

2) Обратная Э-задача Марковица, которую естественно обозна-
чить a =⇒ p, заключается [35] в поиске Э-распределения p портфе-
ля (множества) событий X, обеспечивающего заданные веса событий
a. Подробнее: требуется найти Э-распределение p портфеля событий
X, имеющих заданный средний вес

∑

x∈X

a(x)P(x) = 〈a〉 , (1′)

и ∑

x∈X

∑

y∈X

a(x)a(y)Kovxy → min
p

(2′)

— минимизирующих дисперсию случайного веса события из портфе-
ля событий X, управляемых искомым Э-распределением p.

11.5 О методах решения
обратной Э-задачи Марковица

Итак, требуется найти Э-распределение p портфеля событий X, име-
ющих заданный средний вес 〈a〉 и минимизирующих дисперсию порт-
феля.

Замечание. Дисперсия портфеля событий, которую минимизиру-
ют в обратной Э-задаче и считают мерой риска портфеля, задает-
ся матрицей парных ковариаций событий ‖Kovxy ‖x∈X,y∈X, в свою
очередь полностью определяемых Э-распределением p по известным
формулам

Kovxy = P(x ∩ y)−P(x)P(y), x ∈ X, y ∈ X,
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где
P(x) =

∑

x∈X

p(X), x ∈ X, P(x ∩ y) =
∑

{x,y}⊆X

p(X)

для {x, y} ⊆ X.
Фактически в поставленной обратной Э-задаче ищется такое Э-

распределение, что вероятности событий P(x), x ∈ X и вероятно-
сти их парных пересечений P(x ∩ y), x ∈ X, y ∈ X удовлетворяют
ограничению на средний вес событий (1′) и минимизируют диспер-
сию портфеля событий X (2′). Но как известно [26], Э-распределений
множества событий с одинаковыми вероятностями событий и вероят-
ностями их парных пересечений много: они образуют вполне опреде-
ленное семейство. Поэтому решением обратной Э-задачи Марковица
служит некое оптимальное семейство Э-распределений, каждое из
которых удовлетворяет ограничению на средний вес событий (1′) и
минимизирует дисперсию портфеля событий (2′). Практически это
означает, что решение обратной Э-задачи Марковица сводится к по-
иску хотя бы одного Э-распределения из указанного оптимального
семейства.

В обратной задаче Марковица 2|X| «спиц зонтика Марковица» —
это 2|X| образов вырожденных Э-распределений (вершин Э-симплекса)
при «зонтичном» отображении:

σ2 = D =
∑

x∈X

∑

y∈X

a(x)a(y) Kovxy,

E =
∑

x∈X

a(x)P(x).

«Спицы зонтика» расположены на вертикальной оси плоскости «сред-
неквадратичное отклонение» — «среднее значение» в 2|X| точках с
координатами

a(X) =
∑

x∈X

a(x), X ⊆ X.

Эти 2|X| точек полностью определяют «зонтик Марковица» (образ
всего Э-симплекса при «зонтичном» отображении), который ограни-
чен полуокружностями, соединяющими каждую пару «спиц зонтика
Марковица».



Глава 11. Э-портфельный анализ 279

Рис. 11.2. Эвентологический «зонтик» Марковица для триплета событий X, |X| =
3, вектор весов которых равен a = {a(x), x ∈ X} = {1/3, 1/3, 1/3}. Горизонталь-

ная ось — σ, вертикальная — E, градация сетки — 1/16.

11.6 Об особенностях эффективной границы
«зонтика» Марковица

Полуокружности, соединяющие «спицы зонтика» — это образы ре-
бер Э-симплекса, т.е. образы выпуклых комбинаций двух вырож-
денных Э-распределений. При определенных сочетаниях значений
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Рис. 11.3. Эвентологический «зонтик» Марковица для квинтетов событий
X, |X| = 5, вектор весов которых a = {a(x), x ∈ X} равен (слева направо):
{1/5, 1/5, 1/5, 1/5, 1/5}, {1/4(1− 1/64), 1/4(1− 1/64), 1/4(1− 1/64), 1/4(1−
1/64), 1/64}, {1/3(1− 2/64), 1/3(1− 2/64), 1/3(1− 2/64), 1/64, 1/64}. Горизон-

тальная ось — σ, вертикальная — E, градация сетки — 1/16.

Рис. 11.4. Эвентологический «зонтик» Марковица для квинтетов событий
X, |X| = 5, вектор весов которых a = {a(x), x ∈ X} равен (слева направо):
{1/2(1 − 3/64), 1/2(1 − 3/64), 1/64, 1/64, 1/64}, {1-4/64, 1/64, 1/64, 1/64,
1/64}, {1/31, 2/31, 4/31, 8/31, 16/31}. Горизонтальная ось — σ, вертикальная

— E, градация сетки — 1/16.
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Рис. 11.5. Эвентологический «зонтик» Марковица для квинтета событий
X, |X| = 5, вектор весов которых a = {a(x), x ∈ X} равен (слева напра-
во): {0.040, 0.060, 0.250, 0.300, 0.350}, {0.234, 0.049. 0.243, 0.270, 0.204} и
{0.038, 0.401, 0.146, 0.305, 0.110}. Горизонтальная ось: σ, вертикальная: E, гра-

дация сетки: 1/16.

долевой меры a на моноплетах одна и та же «спица зонтика» может
служить образом нескольких вырожденных Э-распределений. Тогда
в такую «спицу» отображается и весь Э-подсимплекс, натянутый
на вырожденные Э-распределения, образом которых служит данная
«спица». То же относится и к точкам полуокружностей, соединяю-
щем «спицы», в которые могут «зонтично» отображаться несколько
выпуклых комбинаций вырожденных Э-распределений. Тогда дан-
ные точки полуокружностей служат образами Э-подсимплексов, на-
тянутых на данные выпуклые комбинации Э-распределений. В эф-
фективную границу «зонтика» Марковица при «зонтичном» отоб-
ражении могут отображаться целые Э-подсимплексы, натянутые на
вырожденные Э-распределения, отображающиеся в «спицы зонти-
ка». Э-подсимплексы состоят из Э-распределений множества собы-
тий X «меньшей размерности», в которых не все 2|X| вероятностей
строго больше нуля, потому что некоторые равны нулю.
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11.7 Одна интерпретация обратной Э-задачи
Марковица: заполнение ресурсов услуги

Услуги являются ведущим сектором экономики большинства разви-
тых стран. В принципе услугу, всегда ограниченную соответствую-
щим ресурсом, нельзя хранить. Например, если кинотеатр имеет 500
мест (ресурс услуги), то он не может принять вечером 900 зрителей,
даже если на утреннем сеансе было 400 свободных мест.

Руководство фирмы, производящей множество услуг X с ограни-
ченными ресурсами, обычно в идеале стремится к тому, чтобы ре-
сурс каждой услуги был заполнен целиком. Например, владелец сети
кинотеатров мечтает, чтобы во всех его кинотеатрах на всех сеансах
залы были заполнены до отказа. Будем считать, что фирма распола-
гает общим единичным ресурсом, который распределен между услу-
гами из множества X в долях, образующих набор a = {a(x), x ∈ X},
и это распределение нельзя изменить — оно задано. Для бюро прока-
та кинофильмов, располагающего сетью кинотеатров X, a(x) — доля
мест кинотеатра x ∈ X в общем количестве мест во всех кинотеатрах
сети, которое не может быть изменено.

Маркетинг услуги имеет целью максимальное заполнение ее ре-
сурса посредством привлечения потребителей услуги: отдыхающих
и туристов — на курорты, в конкретные города, области и страны,
зрителей — в театры и концертные залы, клиентов — в парикмахер-
ские и косметические салоны. Подобным маркетингом занимаются
бюро путешествий, авиакомпании, гостиницы, бюро проката кино-
фильмов и прочие фирмы, производящие услуги с ограниченным
ресурсом. Можно представить себе и обратный процесс, который
иногда называют «демаркетингом», — воспрепятствование исполь-
зованию услуги, когда излишнее ее употребление приносит больше
вреда, чем пользы.

Результатом маркетинга услуги x ∈ X является, в частности,
изменение вероятности ее предоставления P(x). С общей эвентоло-
гической точки зрения маркетинг услуги меняет не только веро-
ятности отдельных событий x ∈ X, т.е. вероятности предоставле-
ния той или иной услуги из портфеля услуг X, но меняет все Э-
распределение множества событий X, т.е. весь набор вероятностей
p = {p(X), X ⊆ X}. Частью параметров этого Э-распределения яв-
ляются вероятности продажи отдельной услуги P(x), x ∈ X, осталь-
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ные же параметры определяют структуру статистических зависимо-
стей между событиями x ∈ X — продажами разных услуг.

Свяжем с продажей каждой услуги по одному событию. Взятые
все вместе, эти события образуют конечное множество событий X,
мощность которого равна числу предоставляемых услуг N = |X|.
Так что под X можно также понимать и множество всех услуг, хотя
услуги здесь нас интересуют только с точки зрения их продажи, т.е.
с точки зрения наступления или ненаступления соответствующих им
событий из X. Пренебрегая этими деталями, будем понимать под X
и множество событий, и множество соответствующих им услуг.

Наступление события x ∈ X означает, что в данный момент соот-
ветствующая услуга продана. Одновременное наступление событий,
образующих подмножество X ⊆ X, означает, что в данный момент
соответствующее подмножество услуг продано, а оставшееся подмно-
жество услуг — не продано. При этом случайная доля заполненного
ресурса услуги, разумеется, равна a(X) =

∑
x∈X a(x) — одному из

возможных значений случайной величины

ξ(ω) =
∑

x∈X

a(x)1x(ω)

— доли заполненного ресурса. Средняя доля заполненного ресурса
равна математическому ожиданию этой случайной величины:Eξ(ω) =∑

x∈X a(x)P(x), где P(x) — вероятность события x ∈ X, т.е. вероят-
ность продажи услуги x ∈ X.

Решение обратной Э-задачи Марковица позволяет руководству
фирмы найти p = {p(X), X ∈ X} — оптимальное Э-распределение
множества событий X, которое минимизирует дисперсию доли запол-
ненного ресурса: Dξ(ω) → mina при фиксированной средней доле
ресурса: Eξ(ω) = 〈a〉.

11.8 Заключение

Идея постановки прямой и обратной Э-задач Марковица впервые
предложена в [35]. Пока не существует классического варианта об-
ратной задачи Марковица, которая могла бы заключаться в отыска-
нии таких распределений множества случайных величин (включая
отыскание средних значений и ковариационной матрицы), которые
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обеспечивают заданное распределение весов между этими случайны-
ми величинами. Постановка и решение обратной задачи Марковица
в классическом варианте наталкивается на трудности, связанные с
явной неоднозначностью решения. В то же время обратная Э-задача
Марковица, которая заключается в отыскании Э-распределения мно-
жества событий (включая отыскание вероятностей и матрицы пар-
ных ковариаций), обеспечивающего заданное распределение весов
среди событий, выгодно отличается от классической более узкой об-
ластью решений, что существенно облегчает поиск решения.

Эвентология предлагает новые постановки и интерпретации пря-
мой и обратной Э-задачи Марковица, а также методы решения этих
задач на конкретных примерах из области менеджмента: управление
персоналом и заполнение ресурсов.



Глава 12
ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКИЕ
ОБОСНОВАНИЯ ЭКОНОМИКС

Предлагается эвентологическая точка зрения на интерпре-
тацию так называемого «креста Маршалла»1 и «кейнсианского
креста»2,3 — популярных графических образов, используемых
в «экономикс» для объяснения конфликта интересов участни-
ков рынка.

12.1 Введение

Откуда берутся «кривые спроса и предложения», образующие зна-
менитый рыночный «крест Маршалла»? Можно ли их аналитически
обосновать, объяснить и вывести формулы для этих основополага-

1Маршалл, Альфред (Marshall, Alfred, 1842–1924) — английский экономист,
основатель кембриджской школы политэкономии. Один из ведущих представи-
телей неоклассической экономической теории, лидер «кембриджской школы»
маржинализма; ввел понятие «цена равновесия» — цена, установленная рын-
ком в точке равновесия спроса и предложения, т.е. компромисс между «ценой
спроса» и «ценой предложения». «Крест Маршалла» — графическое соотноше-
ние кривых спроса и предложения относительно ценового фактора в ситуации
рыночного взаимодействия (точка пересечения кривых спроса и предложения
показывает равновесную рыночную цену).

2Кейнс, Джон Мейнард (Keynes, John Maynard, 1883–1946) — английский
экономист и публицист, основоположник кейнсианства. Основной труд «Общая
теория занятости, процента и денег» (1936).

3Хикс, Джон Ричард (Hicks, John Richard, 1904–1989) — английский эконо-
мист-кейнсианец; внес большой вклад в теорию общего равновесия, теорию сто-
имости, теорию процента, теорию торгового цикла.
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ющих «кривых» современной экономической теории, исходя из про-
стых предположений и моделей рыночного потребления?

В этом разделе даются ответы на эти вопросы, основанные на
эвентологической модели потребительского выбора, впервые пред-
ложенной в диссертации 2002 года [65] и включенной в книгу [53],
опубликованную в 2004. Сначала рассматривается частный случай
данной модели — эвентологический гиббсовский потребитель одно-
го товара, а затем предлагается расширить эвентологическую мо-
дель потребительского выбора, дополнив ее эвентологической моде-
лью второго участника рыночного конфликта — эвентологическо-
го гиббсовского производителя (продавца). После этого реализуется
впервые возникшая возможность построения новой многообещаю-
щей модели эвентологического гиббсовского рынка, которая и позво-
ляет эвентологически обосновать фундаментальное понятие совре-
менной экономической теории — «крест Маршалла».

12.2 Двойственность
потребителя и производителя

Мы воспользуемся тем, что потребитель и производитель обладают
очевидными двойственными эвентологическими свойствами, двой-
ственность которых возникает, если деньги и товар поменять места-
ми:

• потребитель товара за деньги — это производитель денег,
который предлагает деньги за товар;

• производитель товара за деньги — это потребитель денег,
который спрашивает деньги за товар.

Двойственность потребителя и производителя позволяет восполь-
зоваться эвентологической моделью гиббсовского потребителя това-
ра за деньги, поменяв местами товар и деньги, чтобы получить эвен-
тологического потребителя денег за товар, иначе говоря, эвентоло-
гического производителя товара за деньги. Следовательно, эвенто-
логической моделью гиббсовского производителя вполне может слу-
жить эвентологический гиббсовский потребитель денег за товар.

Теоретически двойственность товара и денег вполне симметрич-
на: можно говорить как о множестве различных товаров X, так и о
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множестве различных денег Y, понимая под «различными деньга-
ми», например, валюты разных стран. Однако на внутренних рын-
ках, где фигурирует одна национальная валюта, полная симметрич-
ность двойственности товара и денег сохраняется лишь в том случае,
если рассматривать рынки одного товара, а под множествами X и Y
понимать множество единиц товара и множество единиц денег соот-
ветственно. Поэтому мы начнем с наименее сложного — рассмотре-
ния однотоварных и одновалютных рынков.

12.3 Гиббсовские потребители и производители
на однотоварных и одновалютных рынках

Рассмотрим однотоварный и одновалютный рынок, к которому при-
частны:

• M — множество потребителей µ ∈ M,
• N — множество производителей ν ∈ N,
• X — множество единиц товара x ∈ X,
• Y — множество единиц денег y ∈ Y.
Для описания эвентологической модели рынка введем обозначе-

ния:

• h — цена единицы товара в единицах денег,
• g — цена единицы денег в единицах товара.

Свяжем с множеством единиц товара X и множеством единиц де-
нег Y соответствующие множества событий, обозначающие спрос и
предложение, для которых сохраним прежние обозначения4, допол-
нив их индексацией:

• X — множество событий-спросов x ∈ X на единицы товара, или
событий-предложений денег за единицу товара x ∈ X,

• X(h) — множество событий-спросов x(h) ∈ X(h) на единицы
товара, или событий-предложений денег за единицу товара
x ∈ X при цене товара h,

4Хотя это не совсем корректно, но значительно сокращает запись формул и не
сможет вызвать особых недоразумений, так как речь пойдет, главным образом,
о событиях, связанных с рыночным обращением товара и денег, а не о самих
товаре и деньгах.
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• Y — множество событий-спросов y ∈ Y на единицы денег за
данный товар, или событий-предложений товара за единицу
денег y ∈ Y,

• Y(h) — множество событий-спросов y(h) ∈ Y(h) на единицы
денег за данный товар, или событий-предложений товара за
единицу денег y ∈ Y при цене товара h.

Кроме уже введенных нам понадобятся обозначения:

• β — обратный уровень среднего дохода потребителей,
• γ — обратный уровень средней производительности производи-

телей,
• nX = |X| — мощность произвольного подмножества X ⊆ X,
• mY = |Y | — мощность произвольного подмножества Y ⊆ Y,
• u(n) — Э-распределение полезности мощности подмножеств со-

бытий-спросов на единицы товара n = 0, . . . , |X| за деньги для
потребителей,

• w(m) — Э-распределение полезности мощности подмножеств
событий-спросов на единицы денег m = 0, . . . , |Y| за товар для
производителей.

Замечание 1. Сразу же заметим, что обозначения M и N введены
«впрок», чтобы впоследствии (не в данной работе) изложить теорию
эвентологического рынка на языке нечетких событий.

Замечание 2. Очевидно, что hg = 1 — цена h единицы товара в
единицах денег и цена g единицы денег в единицах товара взаимно
обратны.

Замечание 3. Далее идут формулы. Не все из них снабжены ком-
ментариями, что будет сделано позже.

Из гиббсовской модели потребительского выбора следует, что Э-
распределение спроса и предложения на однотоварном и одновалют-
ном рынке имеет вид:

p(X) =
1
Zu

exp
{
− βh|X|

}
u(|X|), X ⊆ X,

— вероятности спроса на подмножество единиц товара X ⊆ X,

q(Y ) =
1
Zw

exp
{
− γg|Y |

}
w(|Y |), Y ⊆ Y.
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— вероятности спроса на подмножество единиц денег Y ⊆ Y, ко-
торые равны вероятности предложения товара за подмножество
единиц денег Y ⊆ Y.

Вероятности в данных Э-распределениях зависят только от мощ-
ности подмножеств5, и их можно переписать в виде

p(n) =
1
Zu

Cn
|X| exp

{
− βhn

}
u(n), n = 0, . . . , |X|,

q(m) =
1
Zw

Cm
|Y| exp

{
− γgm

}
w(m), m = 0, . . . , |Y|,

в силу того, что

p(n) =
∑

Xn⊆Y
p(Xn) = Cn

|X|p(Xn), n = 0, . . . , |X|,

q(m) =
∑

Ym⊆Y
q(Ym) = Cm

|Y|p(Ym), m = 0, . . . , |Y|.

Отсюда

p(0) =
1
Zu

u(0), q(0) =
1
Zw

w(0).

p(1) =
1
Zu
|X| exp

{
− βh

}
u(1), q(1) =

1
Zw

|Y| exp
{
− γ/h

}
w(1).

Предположив, что u(n) = u0, w(m) = w0 для всех возможных n и m,
получим

Zu = w0

(
1 + exp

{− βh
})|X|

, Zw = w0

(
1 + exp

{− γ/h
})|Y|

.

Если |X| = |Y| = 1, то зависимости от цены h вероятности p(1)
события-спроса потребителя на товар за деньги («кривая спроса»)
и вероятности q(1) предложения производителем товара за деньги
(«кривая предложения») имеют вид:

p(1) =
exp

{
− βh

}

1 + exp
{− βh

} , q(1) =
exp

{
− γ/h

}

1 + exp
{− γ/h

} .

5Так как рассматривается однотоварный и одновалютный рынок.
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Зависимость от цены h дополнительных вероятностей события-не-
спроса и события-не-предложения имеет вид:

p(0) =
1

1 + exp
{− βh

} , q(0) =
1

1 + exp
{− γ/h

} .

В общем случае «кривая спроса» и «кривая предложения» — зави-
симости от цены h вероятности «совокупного спроса» и вероятности
«совокупного предложения» — имеют вид:

1−p(0) = 1− 1
(
1 + exp

{− βh
})|X| , 1−q(0) = 1− 1

(
1 + exp

{− γ/h
})|Y| ,

где

1− p(0) = P

( ⋃

x∈X

x(h)

)

— вероятность «совокупного спроса», т.е. вероятность объединения
событий из X (наступления хотя бы одного события из X) при фик-
сированном значении цены h,

1− q(0) = P


 ⋃

y∈Y
y(h)




— вероятность «совокупного предложения», т.е. вероятность объеди-
нения событий из Y (наступления хотя бы одного события из Y) при
фиксированном значении цены h.

12.4 Эвентологический гиббсовский потребитель

12.4.1 Эвентологический гиббсовский потребитель
множества товаров

Определение 1. Эвентологическим гиббсовским потребителем мно-
жества товаров[53, 65] X с функцией средней стоимости подмно-
жеств товаров H(X), с обратным уровнем среднего дохода потре-
бителя β и с Э-распределением вкусов и предпочтений потребителя
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Рис. 12.1. «Э-крест Маршалла» (толстые кривые) на плоскости (h,P) «цены (го-
ризонтальная ось) — вероятности событий (вертикальная ось)». Максимум сов-
падения и минимум различия событий спроса и предложения (тонкие кривые).
События спроса и предложения с Фреше-корреляцией −3/4. Равенство спроса и
предложения достигается в пределах интервала, ограниченного максимумом сов-
падения и минимумом различия событий. Параметры: β = 2.75, γ = 0.25, |X| =

2.25, |Y| = |X|h.

u(X) называется либо гиббсовское множество событий-спроса X с
Э-распределением

p(X) = P

( ⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc

)
=

1
Zu

exp
{
−βH(X)

}
u(X), X ⊆ X, (∗)
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Рис. 12.2. «Э-крест Маршалла» в таком виде, как его изображают в учебни-
ках современной экономической теории «Economics» — на плоскости (P, h) «ве-
роятности событий «спрос–предложение» (горизонтальная ось) — цены (верти-
кальная ось)». Квадратом ограничена обычная область изменения переменных,
при изображении «креста Маршалла» в «Economics». Параметры: β = 2.75, γ =

0.25, |X| = 2.25, |Y| = |X|h.

либо гиббсовское случайное множество событий-спроса

K : (Ω, F,P) →
(
2X, 22X

)

с тем же Э-распределением

p(X) = P(K = X) =
1
Zu

exp
{
− βH(X)

}
u(X), X ⊆ X, (∗̌)
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Рис. 12.3. «Э-крест Маршалла» для событий спроса и предложения с Фреше-
корреляциями −3/4, −1/2, −1/4, 0, 1/4, 1/2, 3/4 (слева направо, сверху вниз).

Параметры: β = 12.5, γ = 0.5, |X| = 20, |Y| = |X|h.

где H(X) — функция Э-энергии, β — обратная Э-температура, u(X)
— собственное Э-распределение, а

Zu =
∑

X⊆X

exp
{
− βH(X)

}
u(X)

— нормирующая константа.
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12.4.2 Эвентологический гиббсовский потребитель
одного товара

Из эвентологической модели гиббсовского потребителя множества
товаров, которая определяется Э-распределением (∗), естественным
образом следует элементарная эвентологическая модель гиббсовско-
го потребителя одного товара.

Определение 2. Эвентологическим гиббсовским потребителем од-
ного товара, единицы которого образуют множество X, с ценой h
каждой единицы товара x ∈ X, с обратным уровнем среднего дохо-
да потребителя β и с Э-распределением вкусов и предпочтений по-
требителя u(X) = u(|X|) называется либо гиббсовское множество
событий-спроса X с Э-распределением6

p(X) = P

( ⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc

)
=

1
Zu

exp
{
−βh|X|

}
u(|X|), X ⊆ X, (◦)

либо гиббсовское случайное множество событий-спроса

K : (Ω, F,P) →
(
2X, 22X

)

с тем же Э-распределением

p(X) = P(K = X) =
1
Zu

exp
{
− βh|X|

}
u(|X|), X ⊆ X, (◦̌)

где h — функция удельной Э-энергии, β — обратная Э-температура,
u(X) = u(|X|) — собственное Э-распределение мощности, а

Zu =
∑

X⊆X

exp
{
− βh|X|

}
u(|X|)

— нормирующая константа.
Поскольку вероятности в Э-распределениях (◦) и (◦̌) не зависят

непосредственно от самих подмножеств X ⊆ X, а зависят только от
их мощностей |X| ∈ {0, . . . , N}, то формулы (◦) и (◦̌) можно перепи-
сать в более простом виде:

p(n) =
Cn

N

Zu
exp

{
− βhn

}
u(n), n = 0, . . . , N, (◦)

6Здесь |X| — мощность подмножества X ⊆ X.
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p(n) = P(|K| = n) =
Cn

N

Zu
exp

{
− βhn

}
u(n), X ⊆ X, (◦̌)

где N = |X| — мощность множества X, а

Zu =
N∑

n=0

Cn
N exp

{
− βhn

}
u(n)

— нормирующая константа.
Вероятность p(n) интерпретируется как вероятность спроса n еди-

ниц данного товара, иными словами, p(n) = P(|K| = n) — вероят-
ность того, что мощность случайного множества событий-спроса K
равна n.

12.5 Эвентологический
гиббсовский производитель

Сначала мы воспользуемся очевидными двойственными свойствами
потребителя и производителя, возникающими, если деньги и товар
«поменять местами»:

• потребитель товара за деньги — это производитель денег,
который предлагает деньги за товар;

• производитель товара за деньги — это потребитель денег,
который спрашивает деньги за товар.

Построенной эвентологической моделью гиббсовского потребите-
ля товара за деньги можно воспользоваться, «поменяв местами» то-
вар и деньги, чтобы получить эвентологического потребителя денег
за товар, иначе говоря, эвентологического производителя товара
за деньги. Следовательно, эвентологической моделью гиббсовского
производителя вполне может служить слегка модернизированный
эвентологический гиббсовский потребитель денег за товар, пред-
ложенный в [65].

12.5.1 Эвентологический гиббсовский производитель
множества товаров

Определение 1. Эвентологическим гиббсовским потребителем мно-
жества единиц денег Y за множество товаров X с функцией средней
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товарной стоимости подмножеств единиц денег G(Y ), с обрат-
ным уровнем средней производительности γ и с Э-распределением
вкусов и предпочтений производителя w(Y ) называется либо гибб-
совское множество событий-предложений Y с Э-распределением

q(Y ) = P


 ⋂

y∈Y

y
⋂

y∈Y c

yc


 =

1
Zw

exp
{
− γG(Y )

}
w(Y ), Y ⊆ Y, (∗)

либо гиббсовское случайное множество событий-предложений

L : (Ω, F,P) →
(
2Y , 22Y

)

с тем же Э-распределением

q(Y ) = P(L = Y ) =
1
Zw

exp
{
− γG(Y )

}
w(Y ), Y ⊆ Y, (∗̌)

где G(Y ) — функция Э-энергии, γ — обратная Э-температура про-
изводителя, w(Y ) — собственное Э-распределение, а

Zw =
∑

Y⊆Y
exp

{
− γG(Y )

}
w(Y )

— нормирующая константа.

12.5.2 Эвентологический гиббсовский производитель
одного товара

Определение 2. Эвентологическим гиббсовским потребителем мно-
жества единиц денег Y за один товар, с ценой h каждой едини-
цы товара y ∈ Y, с обратным уровнем средней производительно-
сти γ и с Э-распределением вкусов и предпочтений производителя
w(Y ) = w(|Y |) называется либо гиббсовское множество событий-
предложений Y с Э-распределением7

p(Y ) = P


 ⋂

y∈Y

y
⋂

y∈Y c

yc


 =

1
Zw

exp
{
− γh|Y |

}
w(|Y |), Y ⊆ Y, (◦)

7Здесь |Y | — мощность подмножества Y ⊆ Y.
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либо гиббсовское случайное множество событий-предложений

L : (Ω, F,P) →
(
2Y , 22Y

)

с тем же Э-распределением

q(Y ) = P(|L| = |Y |) =
1
Zw

exp
{
− γh|Y |

}
w(|Y |), Y ⊆ Y, (◦̌)

где h — функция удельной Э-энергии, γ — обратная Э-температура,
w(Y ) = w(|Y |) — собственное Э-распределение мощности, а

Zw =
∑

Y⊆Y
exp

{
− γh|Y |

}
w(|Y |)

— нормирующая константа.
Поскольку вероятности в Э-распределениях (◦) и (◦̌) не зависят

непосредственно от самих подмножеств Y ⊆ Y, а зависят только от
их мощностей |Y | ∈ {0, . . . , M}, то формулы (◦) и (◦̌) можно перепи-
сать в более простом виде:

q(m) =
Cm

M

Zw
exp

{
− βhm

}
w(m), m = 0, . . . , M, (◦)

q(m) = P(|L| = m) =
Cm

M

Zw
exp

{
− γhm

}
w(m), Y ⊆ Y, (◦̌)

где M = |Y| — мощность множества Y, а

Zw =
M∑

m=0

Cm
M exp

{
− γhm

}
w(m)

— нормирующая константа.
Вероятность q(m) интерпретируется как вероятность спроса m

единиц денег за единицу данного товара, иными словами, q(m) =
P(|L| = m) — вероятность того, что мощность случайного множества
событий-спроса L равна m.
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12.6 Эвентологический гиббсовский рынок —
эвентологическое обоснование
рыночного «креста Маршалла»

Осталась пустая формальность: соединить «Э-гиббсовского произво-
дителя и Э-гиббсовского потребителя», чтобы получить новую мно-
гообещающую эвентологическую модель — «Э-гиббсовский рынок»,
который есть в нашем понимании не что иное, как «Э-крест Мар-
шалла» — совокупность четырех зависимостей от цены: вероятности
спроса («Э-кривая спроса») вероятности предложения («Э-кривая
предложения»), вероятности совпадения спроса и предложения («Э-
кривая совпадения») и вероятности различия спроса и предложения
(«Э-кривая различия»).

12.7 Заключение

«Кривые спроса и предложения» — рыночный «крест Маршалла»
— один из краеугольных камней современной экономической тео-
рии (экономикс). Следовательно, предложенная в главе модель «Э-
креста Маршалла», расширяющая классические представления о ры-
ночном конфликте спроса и предложения, может рассматриваться
как существенный вклад в эвентологическое обоснование экономикс.
Более того, оказалось, что модель «Э-креста Маршалла» — это лишь
частный вариант эвентологической теории восприятия и деятель-
ности, касающейся области психологии, в рамках которой построе-
на модель Э-креста восприятия и деятельности, обобщающая «Э-
крест Маршалла» (см. стр. 338).



Глава 13
ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКИЕ
СЕТОЧНЫЕ МЕТОДЫ

Предлагается краткий экскурс в область приближенных
эвентологических вычислений. Рассматриваются лишь эвен-
тологические сеточные методы, которые позволяют прибли-
женно оценивать Э-распределения сложных множеств собы-
тий при помощи известных Э-распределений простых мно-
жеств событий, играющих роль эвентологических сеток (Э-
сеток).

13.1 Введение

Можно ли говорить об аппроксимации произвольного множества со-
бытий, Э-распределение которого «неизвестно», другим множеством
событий, Э-распределение которого «известно» и, в определенном
смысле, проще, чем «неизвестное» Э-распределение? Попытаемся от-
ветить на этот вопрос при помощи аналогии с хорошо известными
«сеточными» методами, которые давно используются в различных
разделах математики для аппроксимации объектов разного рода.

Итак, речь пойдет об аппроксимации Э-распределения множе-
ства событий X при помощи Э-распределения другого множества
событий $ — «эвентологической сетки (Э-сетки)». Другими слова-
ми, представьте себе, что на множество событий X «набрасывается
эвентологическая сетка» $ с целью попытаться представить, как ве-
дут себя «неизвестные» события из X в пределах «известных эвен-
тологических ячеек», роль которых будет предоставлена событиям-
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терраскам, образующим Э-сетку $.

13.2 Эвентологические сетки

Рассмотрим вероятностное пространство (Ω, F,P), множество F-из-
меримых событий X ⊆ F и A1, . . . ,An ⊆ F — F-измеримые разбие-
ния:

Ω =
∑

a1∈A1

a1 = . . . =
∑

an∈An

an.

Определение. Эвентологической сеткой (Э-сеткой) n-го порядка
$n пространства э-событий Ω называется пересечение по Минковско-
му разбиений A1, . . . ,An:

$n =
n(⋂)

i=1

Ai =

{
n⋂

i=1

ai : ai ∈ Ai, i = 1, . . . , n

}
.

Элементы Э-сетки — события-терраски вида

ter{a1...an} =
n⋂

i=1

ai ⊆ Ω

— называются Э-ячейками Э-сетки $n. Ясно, что

Ω =
∑

a1∈A1

. . .
∑

an∈An

ter{a1...an} =
∑

ter{a1...an}∈$n

ter{a1...an}

— Э-ячейки образуют разбиение пространства э-событий Ω.
Определение. Э-сеточной парой X-аппроксимирующих отобра-

жений называется пара непересекающихся отображений

(ϕ,ψ) : $n → 2X × 2X,

которая каждой Э-ячейке

ter{a1...an} =
n⋂

i=1

ai ∈ $n

сопоставляет пару непересекающихся подмножеств X:

ϕ
(
ter{a1...an}

)
=

{
x ∈ X : ter{a1...an} ⊆ x

}
= Xa1...an ∈ 2X,
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ψ
(
ter{a1...an}

)
=

{
x ∈ X : ter{a1...an} ⊆ xc

}
= Ya1...an ∈ 2X,

где

ϕ
(
ter{a1...an}

) ∩ ψ
(
ter{a1...an}

)
= Xa1...an ∩ Ya1...an = ∅.

Первое отображение ϕ называется прямым, а второе ψ — допол-
нительным X-аппроксимирующим отображением. Говорят, что на
Э-ячейке tera1...an Э-сеточная пара отображений (ϕ,ψ) принимает
строгое значение, если

ϕ
(
ter{a1...an}

)
+ ψ

(
ter{a1...an}

)
= Xa1...an + Ya1...an = X.

Э-сеточная пара, принимающая на всех Э-ячейках строгие значения,
называется строгой Э-сеточной парой X-аппроксимирующих отоб-
ражений.

13.3 О видах Э-сеточной аппроксимации

Если чем и может определяться точность Э-сеточной аппроксимации
Э-распределений, так это тем, что можно назвать структурой ло-
кальной зависимости аппроксимируемого множества событий, кото-
рая характеризуется отношением структур зависимостей двух мно-
жеств событий, участвующих в Э-сеточной аппроксимации: Э-сетки
$ и аппроксимируемого множества X.

Три вида Э-сеточной аппроксимации справедливы в рам-
ках соответствующих предположений о локальных структурах за-
висимостей аппроксимируемого множества событий X: вложенной,
независимой и наименее пересекающейся.

Локально вложенная структура. Предположим, что для
любой Э-ячейки

tera1...an ∈ $n

и любого события x ∈ Xa1...an :

x ∩ tera1...an = tera1...an .

Локально вложенной $n-аппроксимацией множества событий
X называется множество событий

Xϕ = {xϕ : x ∈ X},
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∅ ∅ x x x
x, y, z x, y, z y, z y, z y, z

y y x, y x x
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Xbα Xbβ Xbγ Xbδ Xbε
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b b

c c

d d

e e

Рис. 13.1. Эвентологическая сетка второго порядка $2 = {a, b, c, d, e}(∩)
{α, β, γ, δ, ε}, аппроксимирующая исходное Э-распределение триплета событий
X = {x, y, z} (слева). Значения Э-сеточной пары X-аппроксимирующих отобра-

жений на Э-ячейках (справа).
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c c

d d

e e

Рис. 13.2. Эвентологическая сетка второго порядка $2 = {a, b, c, d, e}(∩)
{α, β, γ, δ, ε}, аппроксимирующая исходное Э-распределение триплета событий
X = {x, y, z} с нулевой ошибкой (слева). Э-сеточная аппроксимация Xϕψ =

{xϕψ , yϕψ , zϕψ} = X (справа).
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a ∅ ∅ x x x

b y y x, y x x

c y y, z x, y, z x, z x

d y y, z y, z y ∅

e ∅ z z z ∅

α β γ δ ε

yϕ xϕ

zϕ

x
y

z

Рис. 13.3. Эвентологическая сетка второго порядка $2 = {a, b, c, d, e}(∩)
{α, β, γ, δ, ε}, аппроксимирующая исходное Э-распределение X = {x, y, z} с неко-
торой ошибкой (слева). Э-сеточная аппроксимация Xϕ = {xϕ, yϕ, zϕ} 6= X (спра-

ва).

a x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z

b x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z

c x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z

d x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z

e x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z x, y, z

α β γ δ ε

x̂ = Ω
ŷ = Ω

ẑ = Ω

Рис. 13.4. Эвентологическая сетка второго порядка $2 = {a, b, c, d, e}(∩)
{α, β, γ, δ, ε}, аппроксимирующая исходное Э-распределение X = {x, y, z} с наи-
большей ошибкой (слева). Э-сеточная аппроксимация Xϕ = {Ω, Ω, Ω} (справа).

где
xϕ =

∑

x∈ϕ(tera1...an)
tera1...an
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— локально вложенная $n-аппроксимация события x ∈ X, а

P (xϕ) =
∑

x∈ϕ(tera1...an)
P (tera1...an)

— ее вероятность.
Локально наименее пересекающаяся структура. Предпо-

ложим, что для любой Э-ячейки

tera1...an ∈ $n

∑

x∈Xa1...an

(
x ∩ tera1...an

)
= tera1...an ,

и для любого события x ∈ Xa1...an :

P
(
x ∩ tera1...an

)
=

1
|Xa1...an |P

(
tera1...an

)
.

Локально наименее пересекающейся $n-аппроксимацией множе-
ства событий X называется множество событий

Xϕ = {xϕ : x ∈ X},

где
xϕ =

∑

x∈ϕ(tera1...an)

(
x ∩ tera1...an

)

— локально наименее пересекающаяся $n-аппроксимация события
x ∈ X, а

P (xϕ) =
∑

x∈ϕ(tera1...an)

1
|Xa1...an |P (tera1...an)

— ее вероятность.
Локально независимая структура. Предположим, что для

любой Э-ячейки
tera1...an ∈ $n

события
x ∩ tera1...an , x ∈ Xa1...an ,
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независимы в совокупности. Отсюда для любого x ∈ Xa1...an

(
1−P

(
x ∩ tera1...an

))n

= 1−P(tera1...an).

Иначе говоря,

px,a1...an = P
(
x ∩ tera1...an

)
= 1− (1−P(tera1...an))1/n

.

Локально независимой $n-аппроксимацией множества событий
X называется множество событий

Xϕ = {xϕ : x ∈ X},

где
xϕ =

∑

x∈ϕ(tera1...an)

(
x ∩ tera1...an

)

— локально независимая $n-аппроксимация события x ∈ X, а

P (xϕ) =
∑

x∈ϕ(tera1...an)
px,a1...an

— ее вероятность.

13.4 Заключение

В главе дано весьма краткое изложение эвентологических сеточ-
ных методов, включающее три утверждения о видах Э-сеточной ап-
проксимации, соответствующих трем основным структурам зависи-
мости аппроксимируемого множества событий. Более подробное из-
ложение методов Э-сеточной аппроксимации можно найти в работах
[36, 55], где рассматривается практический экономический пример
из области менеджмента — аппроксимация Э-распределения множе-
ства стратегий рыночного поведения фирмы с помощью известной
Э-сетки: совместного Э-распределения бизнес-цикла фирмы и ее кон-
курентного положения на рынке.
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Глава 14
ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ
В ПСИХОЛОГИИ

Предлагается эвентологическая интерпретация и обобще-
ние современных теорий (теория перспектив Канемана и Твер-
ски, психофизика, экономикс и др.), опирающихся на психоло-
гию человеческого поведения, выбора, восприятия и деятель-
ности. Рассматриваются событийные подходы в описании по-
ведения разумного субъекта в ситуации выбора, восприятия и
деятельности и оценки событий, возникшие как естественный
итог развития эвентологической теории и эксперимента.

14.1 Введение

Психология сводится к двум проблемам:
каковы элементы сознания?

какие сочетания и по каким законам
образуют эти элементы?

Вундт1 [246]

1Вундт, Вильгельм Максимилиан (Wundt, Wilhelm Maximilian (1832–1920)
— выдающийся немецкий психолог, физиолог и философ; «отец научной психоло-
гии»; создатель первой в мире психологической лаборатории (1875) и института
(1879); основные работы в области психологии и экспериментальной психологии
сознания, внимания, восприятия, простейших чувств, теории высших психиче-
ских процессов, а также в области логики, метафизики и этики; создатель первых
экспериментально-психологических методов, основанных на организованных са-
монаблюдениях; основная фигура в социальной психологии, которую понимал
как учение о социальной основе высшей ментальной деятельности.
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Элементы сознания — это события,
сочетания элементов — множества событий,

законы образования сочетаний событий
— законы эвентологических распределений.

Поведение разумного субъекта — одна из немногих областей, где
объект наблюдения и наблюдатель могут совпадать. Это облегча-
ет проведение экспериментов, поскольку объект наблюдения всегда
находится в распоряжении наблюдателя2. Эвентологическое наблю-
дение за поведением разумного субъекта — регистрация множества
связанных с ним событий — задача хотя и монотонная, но без труда
реализуемая, особенно, если четко определено наблюдаемое множе-
ство событий. Однако, если эвентологические самонаблюдения легки
и доступны каждому разумному субъекту, то исчерпывающая эвен-
тологическая интерпретация «саморезультатов»3 требует использо-
вания методов эвентологической теории. Возникает необходимость
в эвентологической модификации методов проведения и обработки
результатов психологического эксперимента, а также в эвентологи-
ческом обосновании существующих психологических теорий.

14.2 Эвентологический взгляд
на теорию перспектив Канемана и Тверски

Большинство вероятностей событий
недооцениваются людьми,

и только очень низкие вероятности
— переоцениваются.

Д. Канеман [166, 225],
Нобелевская премия по экономике (2002).

Несмотря на свой житейский опыт,
я тогда мало знал людей, и очень возможно, что

часто преувеличивал ничтожное
и вовсе не замечал важного.

А. П. Чехов.
Рассказ неизвестного человека.

2Философская проблема соотношения субъективности и объективности в ре-
зультатах наблюдений, где субъект совпадает с объектом, здесь не затрагивается.

3Как и результатов «обычных» психологических экспериментов.
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Вся современная экономическая наука основана на постулате,
сформулированном еще в XVIII в. философом-утилитаристом Иере-
мией Бентамом4. Он утверждал, что человек непрерывно занят про-
цессом «калькуляции блага», то есть пытается вычислить наиболее
выгодный для себя тип поведения, подсчитывая все положительные
и отрицательные последствия своих решений. Этот взгляд на чело-
века лежит в основе западной рационалистической этики. В сере-
дине прошлого века принцип «калькуляции блага» трансформиро-
вался в принцип «максимизации ожидаемой полезности», в соответ-
ствии с которым человек в своем поведении учитывает не только
все ожидаемые положительные и отрицательные последствия сво-
их действий, но и вероятность их наступления. У этой модели есть
серьезный недостаток: для принятия рационального решения чело-
веку требуется доступ ко всей информации о последствиях своих
действий, а также неограниченное время для ее обработки. Обычно
ни того, ни другого нет: мы не только не располагаем полной ин-
формацией, но часто умудряемся игнорировать даже те сведения,
которые нам доступны. А все потому, что «человек рациональный»
— не более чем благодушная выдумка философов XVIII века. Реаль-
ные решения принимаются человеком в соответствии с законами, не
имеющими ничего общего с идеалом homo economicus.

Психологическая экономическая теория. Нобелевский ла-
уреат по экономике 2002 года Дэниэль Канеман5 всю свою жизнь
посвятил опровержению главного тезиса экономической теории —
о рациональности человеческого поведения. Дэниэль Канеман в со-
трудничестве с Амосом Тверски6 показал, что люди не способны
к полноценному анализу сложных ситуаций, в которых предстоя-

4Бентам, Иеремия (Bentham, Jeremy, 1748-1832) — выдающийся английский
философ, экономист и теоретик права, основатель утилитаризма.

5Канеман, Дэниэль (Kahneman, Daniel, р. 1934) — израильско-американский
психолог, один из основоположников психологической (поведенческой) экономи-
ческой теории, лауреат Нобелевской премии по экономике (2002) «за применение
психологической методики в экономической науке, в особенности – при исследо-
вании формирования суждений и принятия решений в условиях неопределенно-
сти» (совместно с В. Смитом).

6Тверски, Амос (Tversky, Amos, 1937–1996) — пионер когнитивной теории,
долгое время сотрудничал с Дэниэлем Канеманом, — ключевая фигура в исто-
рии открытия систематического человеческого когнитивного поведения в усло-
виях риска. Совместно с Канеманом заложил основы теории перспектив, чтобы
объяснить иррациональность человеческих экономических выборов.
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щие события скрыты туманом неизвестности. В условиях неопре-
деленности индивид полагается на короткий эвристический анализ
(heuristics) или же на эмпирическое правило (rule-of-thumb). Процесс
человеческого мышления изучался Канеманом на примере группы
людей, которым предстояло оценивать вероятность случайных собы-
тий. Большинство участников эксперимента наделяло одинаковыми
вероятностными оценками как «мелкие»7, так и «большие»8 собы-
тия, не принимая во внимание, что с ростом значимости события ве-
роятность его наступления снижается. Иными словами, большинство
людей придерживается закона малых чисел (law of small numbers)9,
полностью игнорируя закон больших чисел (law of large numbers), на
котором строится теория вероятности10.

Не удовлетворившись стандартной теорией ожидаемой полезно-
сти Неймана-Моргенштерна, Канеман и Тверски предложили соб-
ственную теорию в статье «Теория перспективы: анализ решений в
условиях риска» в одном из номеров авторитетного журнала «Эконо-
метрика» [166]. Согласно теории перспективы (prospect theory) ин-
дивиды принимают решения в два этапа. Сначала они ограничивают
проблему, которую предстоит решить, некими рамками, позволяю-
щими изучить ее изолированно. Иными словами, проблема редакти-
руется по сравнению со своим исходным вариантом, в результате че-
го сложная проблема преобразуется в набор простых перспектив11.
Затем индивиды максимизируют функцию перспективной ценности
(prospect value function). В её составе перспективам присваиваются
различные вероятностные веса, отражающие психологические нор-
мы и ожидания индивида.

7«мелкие» — ничтожные, частые события.
8«большие» — значительные, редкие события.
9Канеман понимает под «законом малых чисел (law of small numbers)» так

называемый «психологический закон малых чисел (psychological law of small
numbers)» — тот факт, что человек склонен «выявлять» закономерности на ос-
нове малого числа, а то и одного-двух событий, иначе говоря, склонен судить о
единичных событиях так, как будто имеет дело с большими выборками.

10Наша цель в определенном смысле противоречит этому раннему выводу
(1979) нобелевского лауреата: мы надеемся показать, что поведение всех лю-
дей может быть эвентологически описано полностью в рамках колмогоровской
теории вероятностей.

11В эвентологии набору простых перспектив соответствует то, что называется
множеством избранных событий X ⊆ F.
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14.2.1 Четыре психологических открытия Канемана

Можно выделить четыре психологических открытия Канемана, ко-
торые определяют ключевых отличия его теории перспектив от тра-
диционной экономической теории и теории полезности.

1. Важность изменений. Для индивида важна не столько абсолютная
величина его благосостояния (или значение любой другой экономической
переменной), сколько его относительное изменение.

2. Снижение чувствительности. Отклонения от точки отсчета вос-
принимаются индивидом со снижающейся чувствительностью (dimini-
shing sensitivity). Меньшее отклонение воспринимается гораздо болезнен-
нее, чем большее отклонение.

3. Потери и выигрыши. Изменения оцениваются с точки зрения потерь
и приобретений относительно некоторой точки отсчета (reference point),
причем, как правило, потери переоцениваются, а приобретения недооце-
ниваются (гипотетическая функция v — «ценность») (рис. 14.1, слева).
В результате подобного неприятия потерь (loss aversion) индивид фак-
тически не столько максимизирует полезность, сколько минимизирует ан-
типолезность (disutility).

4. Яркое и обыденное. Вероятностные веса назначаются различным пер-
спективам или предстоящим отклонениям по нелинейному закону: боль-
шинство вероятностей недооцениваются, а очень низкие вероятности,
наоборот, переоцениваются (гипотетическая функция π — «вес веро-
ятности») (рис. 14.1, справа).

В 1992 А. Тверски и Д. Канеман расширили исходную теорию
перспективы, в результате чего на свет появиласьтеория совокупной
перспективы (cumulative prospect theory) [225]. Обновленная версия
теории учитывала ряд ранних недоработок авторов. Прежде всего,
она рассчитана на анализ большого числа перспектив, с которыми
сталкивается индивид, в результате чего детище двух специалистов
приблизилось к стандартной теории вероятностей12.

14.2.2 Эвентология открытий Канемана

Рассмотрим с эвентологической точки зрения и попытаемся эвен-
тологически обосновать два из четырех открытий Канемана, зало-
живших фундамент новой психологической экономической теории
[166, 225].

12Данные выводы Канемана позволяют надеяться, что его основные психоло-
гические открытия в области экспериментальной экономики удастся обосновать
эвентологически с точки зрения колмогоровской теории вероятностей.
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Рис. 14.1. Гипотетические функция ценности выигрышей v и функция веса веро-
ятности π. Функция ценности выигрышей имеет «излом» в точке отсчета, что
означает более сильную чувствительность к потерям, чем к выигрышам. Срав-
ните значения потерь со значениями равных выигрышей (пунктирные отрезки).
Функция веса вероятности переоценивает малые и недооценивает большие веро-
ятности, вследствие чего характеризуется свойством неполной вероятности: вес,
придаваемый двум комплиментарным событиям, меньше, чем вес, придаваемый

достоверному событию.

«Яркое и обыденное: большинство вероятностей людь-
ми недооценивается, а очень низкие вероятности, наобо-
рот, — переоцениваются». Это утверждение Канемана верно
для определенной категории людей, которые участвовали в его пси-
хологических экспериментах. Если провести аналогичные экспери-
менты в общей ситуации — с людьми всех возможных психологи-
ческих типов, — то, скорее всего, верно несколько более широкое
утверждение. Общая ситуация описывается эвентологической моди-
фикацией канемановской функции веса вероятности π, которая так-
же переоценивает малые и недооценивает большие вероятности, од-
нако отличается большей общностью. Положение «перегиба» функ-
ции π определяется величиной индивидуального порога вероятно-
сти, которым разные люди разделяют для себя все события на зна-
чительные (редкие) и ничтожные (частые). В зависимости от по-
ложения индивидуального порога вероятности перегиб функции π
означает для каждого конкретного человека либо переоценку веро-
ятности большинства событий и недооценку вероятности ничтожных
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событий (рис. 14.2, слева), либо переоценку и недооценку двух сопо-
ставимых по размеру множеств событий (рис. 14.2, в центре), либо
переоценку вероятности значительных событий и недооценку веро-
ятности большинства событий (рис. 14.2, справа).

Рис. 14.2. Эвентологическое продолжение канемановской функции веса вероят-
ности π, которая также переоценивает малые и недооценивает большие веро-
ятности. Однако положение «перегиба» этой функции определяется величиной
индивидуального порога вероятности, которым разные люди разделяет для себя
все события на значительные (редкие) и ничтожные (частые). Слева: высокий
порог, в центре: средний порог, справа: низкий порог — случай, рассмотренный

Канеманом.

Рис. 14.3. Эвентологическое продолжение канемановской функции ценности вы-
игрышей v, которая также имеет «излом» в точке отсчета. Но в зависимости от
положения точки отсчета «излом» означает либо более сильную чувствитель-
ность к выигрышам, чем к проигрышам (слева), либо равную чувствительность
к потерям и к выигрышам (в центре), либо более сильную чувствительность к
потерям, чем к выигрышам (справа). Сравните ценности потерь с ценностями

равных им выигрышей (пунктирные отрезки).

«Потери и выигрыши: люди гораздо чувствительнее к
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потерям, чем к приобретениям». «Экономикс» утверждает,
что человек принимает решение, сопоставляя (складывая и вычи-
тая) все плюсы и минусы. Канеман и Тверски показали, что люди
гораздо чувствительнее к потерям, чем к приобретениям: боль от
потери двадцати долларов переживается острее, чем радость от их
получения (см. график функции ценности на рис. 14.1, слева). При-
нимая решение, мы, конечно, можем подсчитать в столбик все плюсы
и минусы, но столбик с минусами всегда будет весомее, чем столбик
с плюсами.

С точки зрения эвентологии эти выводы Канемана, скорее, отно-
сятся к людям, достаток которых «выше среднего». У таких «бла-
гополучных» людей потери случаются реже, чем выигрыши. И по-
этому переживаются они острее, чем выигрыши (это следствие вто-
рого открытия Канемана о переоценке большинства вероятностей и
недооценке только малых вероятностей). В общем же случае выво-
ды Канемана вряд ли верны. Здесь все должно зависеть от точки
отсчета. Скорее верно более общее утверждение:

1) если точка отсчета выше среднего уровня, то верно наблюдение
Канемана: проигрыши переживаются острее, чем выигрыши
(которые из-за своей частоты становятся ничтожными) (рис.
14.3, справа);

2) если точка отсчета ниже среднего, то верно обратное: выигры-
ши переживаются острее, чем проигрыши (которые из-за своей
частоты становятся ничтожными) (рис. 14.3, слева);

3) если точка отсчета занимает некое среднее положение, то про-
игрыши и выигрыши переживаются одинаково (рис. 14.3, в цен-
тре).

Эвентологический анализ показывает, что, если точка отсчета за-
нимает крайнее «левое» положение, когда человеку терять нечего,
то его чувствительность к потерям минимальна, а к выигрышам —
максимальна. В другом крайнем варианте, если точка отсчета зани-
мает крайнее «правое» положение, когда человеку уже нечего более
выигрывать, его чувствительность к выигрышам минимальна, а к
проигрышам — максимальна. В некотором среднем положении обе
чувствительности должны совпадать.
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Роль сознательного и бессознательного в объяснении от-
крытия Канемана. Язык бессознательного. Какой термин наибо-
лее приемлем для обозначения всего того, что происходит в бессо-
знательном? Сознание, разумеется, способно анализировать. А бес-
сознательное? Какой общий термин обозначает психологический акт
(детская форма познания действительности, первичное ощущение
пространства, архаическое мышление, интуиция, аффект, пани-
ка, гипноз, сновидение, привычное действие, субсенсорное воспри-
ятие; или же побуждения, поступки и чувства, причины кото-
рых остаются неясными разуму), который совершает бессознатель-
ное? Акты в бессознательном протекают без ощущения собственной
психической деятельности. Субъективно это переживается разумом
как непроизвольное, автоматическое или даже насильственное те-
чение психических актов. Сознательный контроль за ними невоз-
можен, усилием воли приостановить их нельзя. Языком бессозна-
тельного служат образы, действия, речевые структуры, лишенные
привычной логики. Они накладываются друг на друга так, как это
диктуется желаниями и эмоциями разума. В бессознательном дей-
ствует собственная логика — аффективная или кататимная13 логика.
Многочисленные попытки понять язык бессознательного, предпри-
нятые в разные времена, пока не привели ни к чему, кроме весьма
умозрительных гипотез. Порог значительности событий, разделя-
ющий события из сфер сознательного и бессознательного. «Созна-
ние ∼ бессознательное» — две сферы деятельности разума — «раз-
деляются» определенным индивидуальным порогом значительности
событий. Эти события «обрабатываются» разумом в одной из этих
сфер сознательно, а в другой бессознательно. Значительные для ра-
зума события анализируются сознательно (слабовероятные редкие
события), ничтожные для разума события «анализируются» бессо-
знательно (сильновероятные частые события). Сознательно редкие
значительные события анализируются чаще, чем частые ничтожные,
и наоборот: бессознательно частые ничтожные события «анализиру-
ются» чаще, чем редкие значительные.

13Кататимное переживание образов. Образы, связанные с бессознательным,
достаточно универсальны и имеют статус архетипических образов, относимых с
экзистенциальными жизненными ситуациями. Существует определенный набор
стандартных образов: старец, ручей, дом, гора, лес, нора, болото, вулкан, люди
и мифические персонажи.
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Это эвентологически объясняет эффект «яркое – обыденное», об-
наруженный Канеманом [166, 225].

14.2.3 От эвентологического комментария теории
перспектив к эвентологической теории перспектив

Отметим очень важный эвентологический результат, который мо-
жет быть положен в основу эвентологической теории перспектив
— эвентологического обоснования и обобщения теории Канемана.

С точки зрения общих эвентологических принципов канеманов-
ские соотношения «вес вероятности — вероятность» и «ценность —
потери-выигрыши» — это частный случай соотношений «субъектив-
ная вероятность события — вероятность события» и «субъективная
ценность события — ценность события». Эвентология предлагает ос-
новы новой эвентологической теории ценностей событий, ключевой
результат которой — вывод двух соотношений «ценность события —
вероятность события», связывающих между собой ценность и веро-
ятность событий-восприятия и событий-деятельности.

«На кончике эвентологического пера» с помощью соотношения
«ценность восприятия u(X) — вероятность p(X) множества событий
X»:

p(X)
p(∅) = exp

{
− β(u(X)− u(∅))

}
, X ⊆ X,

которое аналогичным образом связывает как «ценность с вероят-
ностью», так и «субъективную ценность с субъективной вероят-
ностью» (см. рис. 14.4, 14.5), удалось установить связь двух только
что рассмотренных открытий Канемана. В итоге два эксперимен-
тальных открытия оказались эвентологически эквивалентны: одно
из них (рис. 14.4) следует из другого (рис. 14.5) и наоборот.

Этот эвентологический вывод подчеркивает, что результаты лю-
бых психологических экспериментов могут быть объяснены общими
событийными законами, в частности два психологических открытия
Канемана объединяются эвентологическим соотношением «ценность
восприятия — вероятность».
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Низкий доход Средний доход Высокий доход

Рис. 14.4. Эвентологическая интерпретация канемановской функции веса веро-
ятности π как Э-функции субъективной вероятности.

Низкий доход Средний доход Высокий доход

Рис. 14.5. Эвентологическая интерпретация канемановской функции ценности
v как Э-функция субъективной ценности событий.

14.3 Эвентология выбора

Рассматриваются теоретические основы способности разумного субъ-
екта делать эвентологический выбор — оперировать множествами
событий в соответствии с их эвентологическими распределениями.
В эвентологический выбор разумного субъекта впервые включает-
ся не только его способность воспринимать и создавать множества
событий в соответствии с их эвентологическими распределениями,
но также еще две способности: 1) выбирать «фигуру» множества на-
ступивших событий на «фоне» множества ненаступивших событий в
соответствии с собственным эвентологическим распределением «фи-
гуры» на «фоне»; 2) выбирать имена для каждого события — спо-
собность называть событие именем, имеющим то позитивный — то
негативный характер в соответствии с собственным эвентологиче-
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ским распределением выбора имен.

14.3.1 Дуально-триадное «со-бытие»
разумного субъекта

Каждое «со-бытие» обрекает разумного субъекта µ прежде всего на
два колмогоровских события:

• x↓µ — восприятие «со-бытия» разумным субъектом µ;
• x↑µ — создание «со-бытия» разумным субъектом µ.

Эвентологической моделью «со-бытия» разумного субъекта на этом
этапе служит пара колмогоровских событий — дуальное событие

ẍµ = {x↓µ, x↑µ}.
Далее каждое колмогоровское событие x ∈ X из этой пары обрекает
разумный субъект на два других колмогоровских события-выбора:

• 〈x〉 — выбор имени для колмогоровского события x;
• 〈〈x〉〉 — выбор фигуры для колмогоровского события x.

Таким образом эвентологической моделью выбора каждого колмого-
ровского события из дуального события ẍµ, связанного с «со-бытием»
разумного субъекта, служит тройка колмогоровских событий —три-
адное событие

x̂ = {x, 〈x〉, 〈〈x〉〉}.
В итоге «со-бытие» — единственный и до сих пор считавшийся

элементарным способ существования разумного субъекта — обрека-
ет его на шесть колмогоровских событий14.

Дуальное событие «восприятие — деятельность» ẍµ = {x↓µ, x↑µ}
сопровождается еще четырьмя колмогоровскими событиями-выборами:

• событие «восприятия» x↓µ;
– событие «выбор имени восприятия» 〈x↓µ〉;
– событие «выбор фигуры восприятия» 〈〈x↓µ〉〉;

14Автор надеется, что эта шестёрка событий исчерпывает данный уровень
дробления «со-бытия». Дуально-триадная структура «со-бытия» упоминается
ещё в древнем Китае («Книга перемен», I тыс. до н.э.) и ее можно увидеть,
например, на лакированной дощечке, которая была предназначена для вывеши-
вания на входной двери, чтобы охранять дом от дьяволов (см. рис. 14.7).
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ẍµ

x↓µ x↑µ

〈〈x↑µ〉〉 〈x↓µ〉

〈〈ẍµ〉〉 〈ẍµ〉〈〈x↓µ〉〉 〈x↑µ〉

Рис. 14.6. Визуализация дуально-триадной структуры «со-бытия» x разумного
субъекта µ. События-компоненты двух триадных событий x̂↓µ и x̂↑µ размещены
в вершинах двух треугольников. В трех парах соседних вершин треугольников
расположены события-компоненты, образующие три дуальных события ẍµ, 〈ẍµ〉

и 〈〈ẍµ〉〉 соответственно.

• событие «деятельности» x↑µ;
– событие «выбор имени деятельности» 〈x↑µ〉;
– событие «выбор фигуры деятельности» 〈〈x↑µ〉〉.

Данные шесть колмогоровских событий можно представить (рис.
14.6)

• либо как три дуальных события:

ẍµ = {x↓µ, x↑µ}

— «восприятие — деятельность»;

〈ẍµ〉 = {〈x↓µ〉, 〈x↑µ〉}
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Рис. 14.7. Лакированная дощечка, несущая символы Инь и Ян и восемь триграмм
из «Книги перемен» («И Цзинь», англ. «I Ching», Китай, I тыс. до н.э.), которая
была предназначена для вывешивания на входной двери, чтобы охранять дом от
дьявола (внизу дощечки). Центральный круг содержит символы дуальных начал
Инь (женское) и Ян (мужское), которые формируют Вселенную. Вокруг них
— восемь триграмм (23), используемых в «Книге перемен». Каждая триграмма
состоит из трёх сплошных (мужское начало) или прерывистых (женское начало)
полос-преград, представляющих все восемь возможных триадных комбинаций

дуальных начал.
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— «выбор имени восприятия — выбор имени деятельности».

〈〈ẍµ〉〉 = {〈〈x↓µ〉〉, 〈〈x↑µ〉〉}

— «выбор фигуры восприятия — выбор фигуры деятельности»;

• либо как два триадных события:

x̂↓µ = {x↓µ, 〈x↓µ〉, 〈〈x↓µ〉〉}

— «восприятие — выбор имени восприятия — выбор фигуры восприятия»;

x̂↑µ = {x↑µ, 〈x↑µ〉, 〈〈x↑µ〉〉}

— «деятельность — выбор имени деятельности — выбор фигуры деятельно-

сти».

Дуально-триадная матрица и пси-множество
«со-бытия» разумного субъекта

Шесть колмогоровских событий, на которые обречен разумный субъ-
ект µ очередным «со-бытием» x, удобно также представить в виде
дуально-триадной матрицы данного «со-бытия»:

‖xµ‖ =




x↓µ, 〈x↓µ〉, 〈〈x↓µ〉〉

x↑µ, 〈x↑µ〉, 〈〈x↑µ〉〉


 .

Колмогоровские события, расположенные в строках этой матрицы,
образуют два триадных события: x̂↓µ — «восприятия» и x̂↑µ — «дея-
тельности», а расположенные в столбцах — три дуальных события:
ẍµ — «воспритие–деятельность»; 〈ẍµ〉 — «выбор имени восприятия–
деятельности»; 〈〈ẍµ〉〉 — «выбор фигуры восприятия–деятельности»
соответственно. В транспонированной записи дуально-триадная мат-
рица имеет вид

‖xµ‖T =




x↓µ, x↑µ

〈x↓µ〉, 〈x↑µ〉

〈〈x↓µ〉〉, 〈〈x↑µ〉〉




.
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x↓µ

ter(∅) ter({x↓µ})
K↓

µ = ∅ K↓
µ = {x↓µ}

K↓
µ = {x↓µ, 〈x↓µ〉} K↓

µ = {x↓µ, 〈〈x↓µ〉〉}

ter({x↓µ, 〈x↓µ〉}) ter({x↓µ, 〈〈x↓µ〉〉})

K↓
µ = {x↓µ, 〈x↓µ〉, 〈〈x↓µ〉〉}

ter({x↓µ, 〈x↓µ〉, 〈〈x↓µ〉〉})

K↓
µ = {〈x↓µ〉} K↓

µ = {〈x↓µ〉, 〈〈x↓µ〉〉} K↓
µ = {〈〈x↓µ〉〉}

ter({〈x↓µ〉}) ter({〈x↓µ〉, 〈〈x↓µ〉〉}) ter({〈〈x↓µ〉〉})

〈x↓µ〉 〈〈x↓µ〉〉

Рис. 14.8. Диаграмма Венна триадного события-восприятия x̂↓µ ={
x↓µ, 〈x↓µ〉, 〈〈x↓µ〉〉

}
, разбивающую Ω на восемь событий-террасок ter(X↓

µ), X↓
µ ⊆

x̂↓µ, на которых случайное множество событий K↓
µ принимает соответствующие

сет-значения X↓
µ ∈ 2x̂

↓
µ .

Колмогоровские события, расположенные в столбцах транспониро-
ванной матрицы, образуют два триадных события, а расположен-
ные в строках — три дуальных события соответственно. Дуально-
триадная матрица ‖xµ‖ — это матрично структурированная шестер-
ка событий, составляющих эвентологический портрет «со-бытия»
x разумного субъекта µ. Множество из шести составляющих дуально-
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триадную матрицу колмогоровских событий обозначается15

xΨ
µ =

{
x↓µ, 〈x↓µ〉, 〈〈x↓µ〉〉, x↑µ, 〈x↑µ〉, 〈〈x↑µ〉〉

}

и называется пси-множеством «со-бытия» x разумного субъекта
µ. Очевидно, что пси-множество представимо и как сет-сумма трех
дуплетов (дуальных событий), и как сет-сумма двух триплетов (три-
адных событий):

xΨ
µ = ẍµ + 〈ẍµ〉+ 〈〈ẍµ〉〉 = x̂↓µ + x̂↑µ.

Толкование введенных понятий

«Со-бытие»16 разумного субъекта включает не только способность
воспринимать и создавать множества событий на основе вероятност-
ного выбора в рамках их эвентологических распределений, но и еще
две способности: 1) выбирать «со-бытие» в фигуру или в фон; 2)
выбирать имя для «со-бытия», выражая этим выбором собственную
позитивную или негативную оценку «со-бытия». Иначе говоря, ра-
зумный субъект способен делать два вероятностных выбора в рам-
ках соответствующих эвентологических распределений «выбора фи-
гуры» и «выбора имени» как для события-восприятия, так и для
события-деятельности.

В итоге каждое «со-бытие» обрекает разумного субъекта µ ∈ M
на шесть колмогоровских событий:

0) x↓µ или x00
µ — восприятие «со-бытия» субъектом µ;

01) 〈x↓µ〉 или x01
µ — выбор имени восприятия субъектом µ (по-

зитивно или негативно оценивать событие-восприятие x↓µ);
02) 〈〈x↓µ〉〉 или x02

µ — выбор фигуры восприятия субъектом µ

(считать событие-восприятие x↓µ фигурой или фоном);

1) x↑µ или x10
µ — создание (деятельность) «со-бытия» субъектом

µ;

15Для обозначения шестерки колмогоровских событий, характеризующих со-
бытийную психологию разумного субъекта, выбран символ Ψ, традиционно ис-
пользуемый в качестве логотипа психологии.

16«Cо-бытие» понимается как некий способ «со-бытия» x ∈ X разумного субъ-
екта µ ∈ M; а X — множество таких способов.
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11) 〈x↑µ〉 или x11
µ — выбор имени деятельности субъектом µ

(позитивно или негативно оценивать событие-деятельность
x↓µ);

12) 〈〈x↑µ〉〉 или x12
µ — выбор фигуры деятельности субъектом

µ (считать событие-деятельность x↑µ фигурой или фоном);

эвентологическими моделями которых могут служить три дуальных
события:

ẍµ = ẍ0
µ = {x00

µ , x10
µ }, 〈ẍµ〉 = ẍ1

µ = {x01
µ , x11

µ }, 〈〈ẍµ〉〉 = ẍ2
µ = {x02

µ , x12
µ },

два триадных события:

x̂↓µ = x̂0
µ = {x00

µ , x01
µ , x02

µ }, x̂↑µ = x̂1
µ = {x10

µ , x11
µ , x12

µ },

или дуально-триадная матрица:

‖xµ‖ =




x↓µ, 〈x↓µ〉, 〈〈x↓µ〉〉

x↑µ, 〈x↑µ〉, 〈〈x↑µ〉〉


 =




x00
µ , x01

µ , x02
µ

x10
µ , x11

µ , x12
µ


 .

Стандартным образом обозначим шесть соответствующих мно-
жеств колмогоровских событий:

Xij
µ = {xij

µ , x ∈ X}, i = 0, 1, j = 0, 1, 2.

и заметим, что в эвентологической теории нечетких событий [41] та-
кими множествами определяются нечеткие события с нечеткостью,
порождаемой множеством X:

µ̃ij = {xij
µ , x ∈ X}, i = 0, 1, j = 0, 1, 2, 3,

которые с шести сторон характеризуют нечеткое поведение разум-
ного субъекта µ в том, как он воспринимает и создает, а также
как фигурирует17 и именует18 восприятие и создание каждого соб-
ственного «со-бытия» x ∈ X.

17В данном тексте «фигурировать» — глагольная форма термина «выбор фи-
гуры».

18Здесь «именовать» — глагольная форма термина «выбор позитивного име-
ни».
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14.3.2 Выбор фигур восприятия и деятельности

Пусть X — конечное множество избранных «со-бытий» x ∈ X, кото-
рые могут произойти с разумными субъектами µ ∈ M. Множеству X
соответствует два множества событий-выборов-фигуры — «фигуры
восприятия»

X02
µ = {x02

µ , x ∈ X}
и «фигуры деятельности»

X12
µ = {x12

µ , x ∈ X}.
где

• x02
µ — выбор события-восприятия x↓µ ∈ X в фигуру;

• (x02
µ )c = Ω− x02

µ — выбор события-восприятия x↓µ ∈ X в фон;
• x12

µ — выбор события-деятельности x↑µ ∈ X в фигуру;
• (x12

µ )c = Ω− x12
µ — выбор события-деятельности x↑µ ∈ X в фон.

Например, когда события-выборы-фигуры детерминированы следу-
ющим образом:

x02
µ =

{
Ω, x ∈ X;
∅, x ∈ Xc;

x12
µ =

{
Ω, x ∈ X;
∅, x ∈ Xc;

для фиксированного X ⊆ X; иначе говоря, когда множества событий-
выборов-фигуры имеет вид:

X02
µ (X) = X12

µ (X) = {Ω, . . . , Ω︸ ︷︷ ︸
x∈X

, ∅, . . . , ∅︸ ︷︷ ︸
x∈Xc

} = {Ω, x ∈ X; ∅, x ∈ Xc},

тогда «фигурой», выбранной (как для восприятия, так и для дея-
тельности) разумным субъектом µ ∈ M служит детерминированное
подмножество X ⊆ X, а его дополнение Xc = X−X служит фоном.
В недетерминированной ситуации «выбор фигуры» разумным субъ-
ектом µ ∈ M определяется двумя множествами событий-выборов-
фигуры X02

µ и X12
µ , или что то же — двумя случайными множествами

событий-выборов-фигуры

K02
µ : (Ω,F ,P) →

(
2X02

µ , 22
X02

µ

)
,
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K12
µ : (Ω,F ,P) →

(
2X12

µ , 22
X12

µ

)

с общими для обоих соответствующими эвентологическими распре-
делениями выбора-фигуры вида:

p(X02
µ ) = P(ter(X02

µ )) = P(K02
µ = X02

µ ), X02
µ ⊆ X02

µ ,

p(X12
µ ) = P(ter(X12

µ )) = P(K12
µ = X12

µ ), X12
µ ⊆ X12

µ .

Итак, наступление событий-террасок

ter(X02
µ ) =

⋂

x∈X

x02
µ

⋂

x∈Xc

(x02
µ )c = {ω : K02

µ (ω) = X02
µ },

ter(X12
µ ) =

⋂

x∈X

x12
µ

⋂

x∈Xc

(x12
µ )c = {ω : K12

µ (ω) = X12
µ },

происходящее под управлением соответствующих эвентологических
распределений с вероятностями p(X02

µ ) и p(X12
µ ), означает, что с дан-

ными вероятностями разумный субъект µ ∈ M выбирает восприятие
или создание (деятельность) «со-бытий» из X в «фигуру», оставляя
восприятие или создание (деятельность) «со-бытий» из Xc = X−X
в «фоне».

14.3.3 Выбор имен восприятия и деятельности

Разум зарождается у субъекта там и тогда, где и когда у него воз-
никает способность делать эвентологический выбор множеств собы-
тий. Совесть у разумного субъекта зарождается там и тогда, где и
когда у него возникает способность оценивать события — делать ве-
роятностный выбор «своих» имен для событий, характеризующих
события позитивно или негативно.

Каждое «со-бытие» x ∈ X разумный субъект µ ∈ M способен
назвать одним из множества «своих» имен Nx, часть из которых N+

x

означает позитивную оценку субъектом µ «со-бытия» x, а часть N−
x

— негативную. Конечно, у «со-бытия» x существует еще множество
нейтральных «своих» имен N0

x , но добавление их в наш анализ —
дело техники, приводящей лишь к громоздкой записи. Иначе говоря,
вместо Nx = N+

x + N−
x + N0

x будем полагать Nx = N+
x + N−

x , всегда
помня, что при необходимости добавить N0

x труда не составит.
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Не умаляя общности, будем считать, что для каждого разумного
субъекта µ ∈ M

• 〈x↓µ〉 ∈ N+
x , 〈x↑µ〉 ∈ N+

x — события-выборы из X01
µ и X11

µ озна-
чают выбор позитивных имен для восприятия и создания «со-
бытия» x ∈ X;

тогда очевидно, что для каждого разумного субъекта µ ∈ M

• 〈x↓µ〉c ∈ N−
x , 〈x↑µ〉c ∈ N−

x — дополнения 〈x↓µ〉c = Ω − 〈x↓µ〉 и
〈x↑µ〉c = Ω−〈x↑µ〉 событий-выборов из X01

µ и X11
µ означают выбор

негативных имен для восприятия и создания «со-бытия» из x ∈
X;

Разумный субъект µ ∈ M, воспринимая и создавая «со-бытия»
из X, называет каждое из них «своим» именем:

• позитивным (событие-выбор 〈x↓µ〉 или 〈x↑µ〉), или
• негативным (событие-выбор 〈x↓µ〉c или 〈x↑µ〉c).

Каждый произвольный эвентологический выбор субъектом µ «сво-
их» имен для восприятия или создания «со-бытий» из X взаимно
однозначно «нумеруется» подмножеством событий-выборов X01

µ =
{x01

µ : x ∈ X} ⊆ X01
µ или X11

µ = {x11
µ : x ∈ X} ⊆ X11

µ , при кото-
рых µ выбрал позитивное имя для восприятия или создания. Иначе
говоря, произвольный эвентологический выбор, «занумерованный»
подмножеством X01

µ или X11
µ , означает наступление соответствую-

щих событий-террасок

ter(X01
µ ) =

⋂

x∈X

x01
µ

⋂

x∈Xc

〈x01
µ 〉c, X ⊆ X,

ter(X11
µ ) =

⋂

x∈X

x11
µ

⋂

x∈Xc

〈x11
µ 〉c, X ⊆ X,

когда наступают все «события-выборы позитивных имен» из X01
µ или

X11
µ и не наступает ни одного события-выбора из (X01

µ )c = Xµ −X01
µ

или (X11
µ )c = Xµ − X11

µ , т.е. наступают дополнения этих событий
— «события-выборы негативных имен» 〈x01

µ 〉c = Ω − 〈x01
µ 〉, 〈x01

µ 〉 ∈
(X01

µ )c или 〈x11
µ 〉c = Ω− 〈x11

µ 〉, 〈x11
µ 〉 ∈ (X11

µ )c.
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В результате нами определено два множества: множество событий-
выборов имен восприятия X01

µ и множество событий-выборов имен
деятельности X11

µ , или что эквивалентно — два соответствующих
случайных множества событий-выборов

K01
µ : (Ω,F ,P) →

(
2X01

µ , 22
X01

µ

)
,

K11
µ : (Ω,F ,P) →

(
2X11

µ , 22
X11

µ

)
,

возможными значениями которых служат подмножества событий-
выборов позитивных имен X01

µ ⊆ X01
µ или X11

µ ⊆ X11
µ . При этом эвен-

тологическое распределение и множеств событий-выборов X01
µ или

X11
µ , и случайных множеств событий-выборов K01

µ или K11
µ имеет

один и тот же соответствующий вид

p(X01
µ ) = P(ter(X01

µ )) = P(K01
µ = X01

µ ), X1
µ ⊆ X01

µ ;

p(X11
µ ) = P(ter(X11

µ )) = P(K11
µ = X11

µ ), X11
µ ⊆ X11

µ .

14.3.4 По ту сторону добра и зла19

Одна из главных тем, которую затрагивает В.А.Лефевр своей теори-
ей рефлексии [83], — это тема нравственного выбора разумного субъ-
екта между добром и злом. У каждой медали — две стороны. То, в
чем один видит «добро», другой обнаруживает «зло»; то, что вче-
ра разумный субъект называл «добрым», сегодня объявляет «злым»
(рис. 14.9). С точки зрения эвентологии этот выбор сводится к вы-
бору разных имен для одних и тех же событий.

Выбор разумного субъекта

Разумный субъект µ ∈ M выбирает для каждого «со-бытия» x ∈ X
то «доброе» имя (событие x01

µ или x11
µ ), то — «злое» имя (собы-

тие (x01
µ )c или (x11

µ )c) в зависимости от собственного темперамен-
та и нынешнего расположения духа. Выбор имени для «со-бытия»

19«По ту сторону добра и зла» (German: «Jenseits von Gut und Böse») — снаб-
женная подзаголовком «Прелюдия к философии будущего» книга немецкого фи-
лософа, поэта и композитора Фридриха Вильгельма Ницше (Nietzsche, Friedrich
Wilhelm, 1844–1900), изданная в 1886.
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Д о б р ы й в з г л я д З л о й в з г л я д
молчаливый дурак
говорливый болтун
смиренный малодушный
знает себе цену специвец
терпеливый трус
суровый изверг
серьезный гордец
щедрый мот
бережливый жмот
воздержанный ханжа
остроумный наглец
скромный болван
вежливый шаркун
галантность бесстыдство
вкус к жизни беспутство
изобретательность лживость
отвага дерзость
щепетильность мстительность
любезность лесть
остроумие злоязычие
проницательность коварство
благоразумие притворство

Рис. 14.9. Две стороны одной медали: «Люди обычно впадают в крайности, никак
не найдут золотую середину» [154, Бальтасар Грасиан]

x ∈ X означает оценку разумным субъектом µ ∈ M своего отно-
шения к этому «со-бытию»: «добрую» (событие x01

µ или x11
µ ) или

— «злую» (событие (x01
µ )c или (x11

µ )c). Таким образом на фикси-
рованном множестве событий X разумный субъект при наступле-
нии элементарного события ω∗ ∈ Ω характеризуется подмножеством
событий-выборов «добрых» имен X01

µ (ω∗) = {x01
µ : ω∗ ∈ x01

µ } ⊆ X01
µ

или X11
µ (ω∗) = {x11

µ : ω∗ ∈ x11
µ } ⊆ X11

µ , которым соответствует под-
множество «со-бытий» X ⊆ X, для которых им выбраны (при на-
ступлении ω∗ ∈ Ω) «добрые» имена, и которое служит очередным
значением случайного множества событий-выборов K01

µ или K11
µ ,
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указывающим на то, что наступило событие-терраска

{ω : K01
µ (ω) = X01

µ } = ter(X01
µ ) или {ω : K11

µ (ω) = X11
µ } = ter(X11

µ ).

Серия из G наблюдений за событиями-выборами имен одним и
тем же разумным субъектом µ ∈ M образует статистику подмно-
жеств событий-выборов «добрых» имен:

X01
µ,1, . . . , X

01
µ,G или X11

µ,1, . . . , X
11
µ,G,

позволяющую провести оценку20 эвентологического распределения
множества событий-выборов X1

µ, характеризующего способность ра-
зумного субъекта µ ∈ X выбирать между «добром» и «злом».

Выбор множества разумных субъектов

Серия из |M| наблюдений за событиями-выборами всего множества
разумных субъектом M также образует совокупную статистику под-
множеств событий-выборов «добрых» имен:

{X01
µ , µ ∈ M} или {X11

µ , µ ∈ M},

позволяющую провести оценку21 эвентологического распределения
множества событий-выборов22

X01
M = {x01

M, x ∈ X} или X11
M = {x11

M, x ∈ X},

совокупно характеризующего способность всего множества M — «со-
вокупного разума» — выбирать между «добром» и «злом».

20Например, по формуле: p̂(X01
µ ) = 1

G

∑G

g=1
1(X01

µ,g = X01
µ ), X01

µ ⊆ X01
µ , где

1(X01
µ,g = X01

µ ) — индикатор равенства подмножеств событий.
21По формуле: p̂(X01

M ) = 1
|M|

∑
µ∈M

1(X01
µ = X01

M ), X01
M ⊆ X01

M, где 1(X01
µ =

X01
M ) — индикатор равенства подмножеств событий.
22В эвентологической теории нечетких событий [41] объекту x01

M соответствует
множество событий x01

M = {x01
µ , µ ∈ M}, которое определяет нечеткое событие,

обычно обозначаемое x̃01 = {x01
µ , µ ∈ M}. Таким образом и методы, и результаты

обработки совокупной статистики можно также трактовать на эвентологическом
языке нечетких событий x̃01, x ∈ X, нечеткость каждого из которых порождается
множеством разумных субъектов M.
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14.3.5 Эвентологическое распределение пси-множества
«со-бытия» разумного субъекта

Эвентологическое распределение (Э-распределение) пси-множества
xΨ

µ «со-бытия» x разумного субъекта µ — это Э-распределение мно-
жества из шести составляющих его колмогоровских событий

xΨ
µ =

{
x↓µ, 〈x↓µ〉, 〈〈x↓µ〉〉, x↑µ, 〈x↑µ〉, 〈〈x↑µ〉〉

}
,

которое представляет собой набор из 64 = 2|x
Ψ
µ | вероятностей

p(X) = P(ter(X)), X ⊆ xΨ
µ ,

соответствующих событий-террасок

ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc,

где xc = Ω − x — дополнение до Ω, Xc = xΨ
µ − X — дополнение до

пси-множества xΨ
µ .

Пять подмножеств пси-множества xΨ
µ имеют самостоятельное эвен-

тологическое значение и образуют два разбиения пси-множества на
три дуальных события:

xΨ
µ = ẍµ + 〈ẍµ〉+ 〈〈ẍµ〉〉

и два триадных события:

xΨ
µ = x̂↓µ + x̂↑µ,

тем самым формируя довольно простую эвентологическую структу-
ру подмножеств xΨ

µ , которая также отражена в строении дуально-
триадной матрицы «со-бытия» разумного субъекта ‖xµ‖.

? ? ?

Даже предварительный эвентологический анализ «со-бытия» ра-
зумного субъекта дал весьма неожиданные результаты: событие, ко-
торое вне эвентологии всегда считалось элементарным понятием,
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вдруг обнаружило свои составные элементы, образующие универ-
сальную для всех событий структуру.

Эвентологически каждое «со-бытие» x разумного субъекта µ ока-
залось пси-множеством xΨ

µ , состоящим, по крайней мере, из шести
колмогоровских событий и имеющим дуально-триадную структуру,
основанную на фундаментальных психологических понятиях: вос-
приятие, деятельность, выбор имени и фигуры.

Открываются новые пути исследований деталей «со-бытия» ра-
зумного субъекта, которые заключаются прежде всего в изучении со-
бытийного взаимодействия структурных подмножеств пси-множест-
ва при помощи, например, метода эвентологической регрессии или
методов эвентологического ковариационного и корреляционного ана-
лиза множеств событий.

Становится возможной эвентологическая классификация Э-рас-
пределений пси-множеств, характеризующих индивидуальные типы
«со-бытия» разумных субъектов, которая может быть использова-
на не только в психологии, но также в экономикс, социологии, со-
ционике и других областях, где решающую роль играет поведение
разумных субъектов.

14.4 Эвентология в психофизике

Психофизика — раздел психологии, изучающий количественные от-
ношения между силой раздражителя и величиной возникающего ощу-
щения. Основана Г. Фехнером23 во 2-й половине 19 века. Охватывает
две группы проблем: измерение порога ощущений, т.е. предела чув-
ствительности сенсорной системы человека (закон Вебера24-Фехнера

23Фехнер, Густав Теодор (Fechner, Gustav Theodor, 1801–1887) — немецкий
психолог-экспериментатор; пионер экспериментальной психологии и основатель
психофизики; вдохновитель многих ученых и философов 20-го века, включая
Эрнста Маха и Вильгельма Вундта. Самый известный его результат — закон
Вебера-Фехнера: «Чтобы интенсивность ощущения могла увеличиться в ариф-
метической прогрессии, стимул должен увеличиться в геометрической прогрес-
сии».

24Вебер, Эрнст Генрих (Weber, Ernst Heinrich, 1795–1878) — немецкий врач
и физиолог; основатель экспериментальной психологии; около 1860 работал с
Густавом Фехнером в области психофизики, когда сформулировал закон Вебера-
Фехнера.
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и др.), и построение психофизических шкал (С. Стивенс25 и др.).

14.4.1 Терминология и обозначения психофизики

Основная задача психофизики — изучение количественного отноше-
ния

Ψ = f(ϕ)

между силой раздражителя (стимула) ϕ и силой возникающего ощу-
щения Ψ, включает две группы проблем: измерение порога ощуще-
ний:

• ϕ0 — абсолютный порог, наименьший стимул, способный вы-
звать ощущение у человека;

• ∆ϕ — дифференциальный порог, наименьшее изменение сти-
мула, ощущаемое человеком;

и построение психофизических шкал.

14.4.2 Закон Вебера-Фехнера

Закон Вебера-Фехнера, дающий функциональную связь между си-
лой ощущения Ψ и силой стимула ϕ:

Ψ−Ψ0 = k ln
ϕ

ϕ0
,

формулировался авторами так: «Чтобы ощущение могло увеличить-
ся в арифметической прогрессии, стимул должен увеличиться в
геометрической прогрессии». Обратная форма закона Вебера-Фехне-
ра имеет вид:

ϕ

ϕ0
= exp

{
1
k

(Ψ−Ψ0)
}

.

25Стивенс, Стэнли Смит (Stevens, Stanley Smith , 1906–1973) — американ-
ский психолог; основатель Гарвардской психо-акустической лаборатория; от-
крыл степенной закон Стивенса; автор фундаментального учебника «Руковод-
ство по экспериментальной психологии» (на 1400 страницах, 1951); его называют
Фехнером 20-го века
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14.4.3 Степенной закон Стивенса

Стивенс предложил использовать степенную функцию, чтобы свя-
зать силу ощущения и силу стимула:

Ψ−Ψ0 = k(ϕ− ϕ0)a,

ϕ− ϕ0 =
{

1
k

(Ψ−Ψ0)
}1/a

.

14.4.4 Обобщенный закон Ю. М. Забродина

Ю. М. Забродин26 предложил [89] вести параметр осведомленности
из интервала [0, 1]:

• 0 — полная неосведомленность (закон Вебера-Фехнера);
• 1 — полная осведомлённость (закон Стивенса),

объединяющий оба закона — Вебера-Фехнера и Стивенса — в один.

14.4.5 Гипотеза М. А. Кириллова

М. А. Кириллов27 предложил дополнить закон Вебера-Фехнера, свя-
зывающий стимул и ощущение, дуальным законом, связывающим
стимул и интерес:

ϕ

ϕ∗0
= exp

{
−1

k
(Ψ∗ −Ψ∗0)

}
,

предполагая, что «ощущение + интерес=константа», «ощущение
× интерес = удовльствие».

Эвентология предположений М.А.Кириллова

Если дуальному событию:

ẍµ = {x↑µ, x↓µ} = {µ-деятельность, µ-восприятие}
соответствует вектор ценностей его событий-компонент:

{µ-интерес, µ-ощущение},
26Забродин, Юрий Михайлович — русский психолог.
27Кириллов, М. А. — русский ученый.
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то Э-моделью µ-удовольствия служит ценность «неосознваемого»
события

x↑µ ∩ x↓µ + (x↑µ)c ∩ (x↓µ)c = (x↑µ∆x↓µ)c,

а Э-моделью µ-неудовольствия служит ценность «осознваемого» со-
бытия

x↑µ∆x↓µ = x↑µ ∪ x↓µ − x↑µ ∩ x↓µ,

которое состоит из двух неосознаваемых событий-частей:

x↑µ∆x↓µ = (x↑µ)c ∩ x↓µ + x↑µ ∩ (x↓µ)c

и является эвентологическим дополнением к µ-удовольствию.
Эвентология предлагает заменить «числовые» предположения в

гипотезе М.А.Кириллова (с точки зрения эвентологии это предпо-
ложения о ценностях событий) более фундаментальными предпо-
ложениями о самих событиях. Э-предположения имеют более об-
щий характер и влекут «числовые» предположения при частных
структурах зависимости событий-компонент дуального события: «µ-
деятельность» x↑µ и «µ-восприятие» x↓µ.

14.4.6 Закон Вебера-Фехнера и его обобщения
в сравнении с эвентологическими соотношениями
«ценность–вероятность»

Закон Вебера-Фехнера (обратная форма):

ϕ

ϕ0
= exp

{
1
k

(Ψ−Ψ0)
}

.

Гипотетический закон М.А.Кириллова:

ϕ

ϕ∗0
= exp

{
−1

k
(Ψ∗ −Ψ∗0)

}
.

Эвентологические соотношения «вероятность–ценность создания»:

p(X)
p(∅) = exp {γ(w(X)− w(∅)} ,

Эвентологические соотношения «вероятность–ценность восприятия»:

p(X)
p(∅) = exp {−β(u(X)− u(∅)} ,
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где

• β — обратный уровень средней восприимчивости событий;

• γ — обратный уровень средней созидательности событий;

• {p(X), X ⊆ X} — Э-распределение вероятностей X;

• {w(X), X ⊆ X} — Э-распределение ценностей создания X;

• {u(X), X ⊆ X} — Э-распределение ценностей восприятия X.

14.4.7 Предложения к размышлению

Читателю предлагается самостоятельно поразмыслить над сравне-
нием закона Вебера-Фехнера и его обобщений с эвентологическими
соотношениями, связывающими вероятности событий из множества
X с их ценностями создания и восприятия.

14.4.8 Трехликий Янус Лефевра и феномен Брока–Зульцера

Брока и Зульцер в 1902 открыли психофизический феномен28. Они
исследовали восприятие вспышек света человеком в зависимости от
их длительности и обнаружили, что при одной и той же интенсивно-
сти более короткая вспышка может восприниматься как более яркая.
Сравним восприятие короткой и длинной вспышек. Наблюдая часть
процесса длинной вспышки в течении промежутка времени, равно-
го по длительности короткой вспышке, испытуемый должен был бы
зафиксировать, что ее яркость равна яркости короткой, но этого не
происходит. Получается, что последующее восприятие той же самой
длинной вспышки «гасит» впечатление от ее начального восприя-
тия. Но это противоречит взгляду, согласно которому последующее
событие не может изменить предыдущего события.

Сущность этого феномена, с точки зрения современной психо-
логии [83], состоит в том, что бессознательное в течении некото-
рого отрезка времени (150–200 мсек) конструирует целостный об-
раз и лишь затем посылает его в сферу сознания, где этот образ

28Брока–Зульцера феномен (А. Broca — французский физиолог и биофизик
19–20 вв.; D. Sulzer) — изменение во времени ощущения яркости светового сти-
мула: сначала ощущение яркости возрастает, проходит через максимум и затем
снижается до некоторого стационарного уровня.
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Рис. 14.10. Феномен Брока-Зульцера (Broca-Sulzer, 1902): воспринимаемая яр-
кость (perceived brightness) как функция длительности вспышки (flash duration)
— по горизонтали длительность (мсек), по вертикали относительная яркость.

проявляет себя как «мгновенная вспышка света». Таким образом,
настоящее событие для субъекта — это специфический спектакль,
поставленный его бессознательным. Подобным же спектаклем явля-
ется и прошлое событие, в котором очередное настоящее событие
связывается в единую череду с прежде поставленными спектаклями.
Наконец, будущее событие также является результатом особой по-
становки бессознательного, функция которой состоит в подготовке
сознания к восприятию новых событий. Триада прошлые события–
настоящее событие–будущие события, где настоящее событие спе-
циально конструируется бессознательным, проявляет себя не только
на уровне элементарного акта восприятия, каким является воспри-
ятие вспышки света, но и в любой сознательной деятельности че-
ловека. Субъект, обладающий бессознательным, может быть пред-
ставлен как «трехликий Янус» (меткая метафора Лефевра [83]). Два
лица «трехликого Януса» как и у двуликого Януса29 обращены: од-
но в прошлое, другое — в будущее, третье же его лицо смотрит в
настоящее.

14.4.9 Феномен Брока-Зульцера и открытие Канемана

Возвращаясь к одному из открытий Канемана (стр. 311): «боль-
шинство вероятностей событий недооценивается, лишь вероятность
редких событий переоценивается», отметим любопытный факт: фе-
номен Брока-Зульцера объясняет открытие Канемана в диапазоне

29Янус (лат. Ianus, англ. Janus) в древнеримской мифологии — божество вре-
мени, всякого начала и конца, входа и выхода. Изображалось с двумя лицами,
обращенными в противоположные стороны (в прошлое и в будущее).
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малых вероятностей: восприятие малых воздействий переоценивает-
ся. Для объяснения требуется лишь заменить восприятие на веро-
ятность восприятия, а возможность такой замены следует из общих
эвентологических принципов (стр. 23).

14.5 Эвентологический крест
восприятия и деятельности

Эвентологический крест восприятия и деятельности определяется
как совокупность четырёх «кривых»30, в которую входят:

• кривая восприятия;
• кривая деятельности;
• кривая совпадения восприятия и деятельности;
• кривая различия восприятия и деятельности.

События x-восприятия и x-деятельности и связанные с ними слу-
чайные величины и параметры (рис. 14.11) интерпретируются сле-
дующим образом:

• ξ↓ — Э-цена (ценность) события x, за которую разумный субъ-
ект готов его воспринять;

• ξ↑ — Э-цена (ценность) события x, за которую разумный субъ-
ект готов его создать;

• π — рыночная Э-цена (ценность) события x, установившая-
ся на событийном рынке восприятия-деятельности, по кото-
рой при данном стечении обстоятельств создаются восприни-
маемые события, или воспринимаются создаваемые события;

• πmin и πmax — минимально и максимально возможная рыночная
Э-цена (ценность) событий;

• x↓(π) = {ω : ξ↓(ω) > π} — восприятие события x по рыночной
Э-цене (ценности) π;

• x↑(π) = {ω : ξ↑(ω) > π} — создание события x по рыночной
Э-цене (ценности) π.

30Используется аналог терминологии, принятой в экономикс, где говорят о
кривых спроса и предложения, формирующих фундаментальный графический
образ современной экономической теории — рыночный крест Маршалла.
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Рис. 14.11. События x-восприятия x↓(π) и x-деятельности x↑(π) и связанные с
ними случайные величины ξ↓ и ξ↑ и параметры πmin, πmax и π.

14.5.1 Эвентологическая цена и ценность события

Эвентологическая цена (Э-цена) — это ценность «единицы собы-
тия», а поскольку события — бинарные объекты: они происходят
или не происходят — то понятие «единицы события» совпадает с
понятием события, а Э-цена события совпадает с его ценностью.

14.5.2 Эвентологическое тестирование и статистическое
оценивание Э-креста деятельности и восприятия

Рассмотрим множество разумных субъектов M. Существует целый
ряд тестов, позволяющих получать статистические оценки Э-распре-
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деления дуального события «деятельность – восприятие»

ẍµ(π) = {x↑µ(π), x↓µ(π)} = {x↑µ(π), x↓µ(π)} ⊆ F

— дуплета событий

{xсоздание
µ (π), xвосприятие

µ (π)},

характеризующего бытие разумного субъекта µ ∈ M при рыночной
Э-цене π, где M — множество рассматриваемых разумных субъек-
тов. Будем использовать сокращенные обозначения:

pµ(π) = {pµ(∅), pµ(x↑(π)), pµ(x↓(π)), pµ(x↑(π), x↓(π))},

pµ
↑ (π) = P(x↑µ(π)), pµ

↓ (π) = P(x↓µ(π)),

pµ
∩(π) = P(x↑µ(π) ∩ x↓µ(π)), pµ

∆(π) = P(x↑µ(π)∆x↓µ(π)),

Kovµ
↑↓(π) = pµ

∩(π)− pµ
↑ (π)pµ

↓ (π),

дополненные символом µ, для Э-распределения и вероятностей, ста-
тистические оценки которых могут быть получены в результате со-
ответствующей обработки результатов эвентологического тестирова-
ния бытия разумного субъекта µ ∈ M при рыночной Э-цене π.

Состояние индивидуального бытия разумного субъекта µ ∈ M
в каждый момент времени характеризуется Э-распределением веро-
ятностей pµ(π), которые через соотношения «вероятность–ценность»
связаны с двумя Э-распределениями ценностей (восприятия: vµ(π) и
деятельности: wµ(π)). Динамика состояния индивидуального бытия
разумного субъекта µ ∈ M — это динамика Э-распределения веро-
ятностей pµ(π), которая определяется его текущим «положением» и
«импульсом» относительно эвентологического креста восприятия и
деятельности данного разумного субъекта. В каждый момент вре-
мени текущее Э-распределение pµ(π) определяет для значения ры-
ночной Э-цены π четыре вероятности:

• pµ
↑ (π) = P(x↑µ(π)) — вероятность деятельности (текущая точка

«кривой деятельности»);

• pµ
↓ (π) = P(x↓µ(π)) — вероятность восприятия (текущая точка

«кривой восприятия»);
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• pµ
∩(π) = P(x↑µ(π)∩x↓µ(π)) — вероятность совпадения деятельно-

сти и восприятия (текущая точка «кривой совпадения»);

• pµ
∆(π) = P(x↑µ(π)∆x↓µ(π)) — вероятность различия деятельно-

сти и восприятия (текущая точка «кривой различия»),

формирующие при изменении π эвентологический крест восприятия
и деятельности (см. рис. 14.11) данного разумного субъекта µ ∈ M.

Рыночная Э-цена дуального события ẍµ, с которой сталкивается
на Э-рынке каждый разумный субъект µ ∈ M, всегда индивидуаль-
на, т.е.

π = πµ.

Таким образом, результатом тестирования множества разумных субъ-
ектов служит набор четверок вероятностей

{
{pµ
↑ (πµ), pµ

↓ (πµ), pµ
∩(πµ), pµ

∆(πµ)}, µ ∈ M
}

,

где набор индивидуальных рыночных Э-цен {πµ, µ ∈ M} остается
неизвестным. Индивидуальные рыночные Э-цены πµ, µ ∈ M можно
оценить, если сделать предположение о функциональном характе-
ре «кривых деятельности и восприятия». Например, можно пред-
положить, что «кривые деятельности и восприятия» определяются
функциональными соотношениями «вероятность–ценность»:

pµ
↑ (π) = a exp{γπ}; pµ

↓ (π) = b exp{−βπ}.

Параметры a, b, γ, β;πµ, µ ∈ M можно оценить, например, методом
наименьших квадратов. Обозначим

L(a, b, β, γ, πµ, µ ∈ M) =

=
∑

µ∈M

[(
pµ
↑ (πµ)− a exp{γπµ}

)2 +
(
pµ
↓ (πµ)− b exp{−βπµ}

)2
]

— сумму квадратов отклонений результатов теста pµ
↑ (πµ) и pµ

↓ (πµ),
µ ∈ M от кривых деятельности и восприятия соответственно. Тогда
решение задачи минимизации:

L(a, b, β, γ, πµ, µ ∈ M) → min
β,γ,a,b,

πµ, µ∈M
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дает МНК-оценки искомых параметров.
Частные производные:

∂

∂πµ
L = 2

(
pµ
↑ (πµ)− a exp{γπµ}

)
(−aγ exp{γπµ})+

+2
(
pµ
↓ (πµ)− b exp{−βπµ}

)
(bβ exp{−βπµ});

∂

∂a
L = 2

∑

µ∈M

(
pµ
↑ (πµ)− a exp{γπµ}

)
(− exp{γπµ});

∂

∂b
L = 2

∑

µ∈M

(
pµ
↓ (πµ)− b exp{−βπµ}

)
(exp{−βπµ});

∂

∂γ
L = 2

∑

µ∈M

(
pµ
↑ (πµ)− a exp{γπµ}

)
(−aπµ exp{γπµ});

∂

∂β
L = 2

∑

µ∈M

(
pµ
↓ (πµ)− b exp{−βπµ}

)
(bπµ exp{−βπµ}).

14.6 Эвентология ценностей

Здесь предполагается лишь обозначить один из важнейших разделов
эвентологии — теорию ценностей событий. Дается краткое опреде-
ление теории и перечень ее задач. Подробнее показаны два соотно-
шения «ценность события — вероятность события», составляющие
математическую основу эвентологической теории ценностей собы-
тий.

14.6.1 Философия ценностей

Философия ценностей (учение о ценностях, аксиология31) — об-
ласть философии (выделившаяся после работ Лотце32), проблемы

31Аксиология (от греч. axia — ценность и logos — учение) — учение о ценно-
стях; аксиологический — определяемый согласно своей ценности, с точки зрения
теории ценностей.

32Лотце, Рудольф Герман (Lotze, Rudolf Herman, 1817 – 1881) — немецкий
физиолог и философ; как философ стремился к синтезу метафизики, естествен-



Глава 14. Эвентологические модели в психологии 343

которой сначала рассматривались, с одной стороны, в логике, эсте-
тике и особенно в этике, а с другой — в психологии (особенно вопросы
воления и чувств).

Ценность — то, что чувства предпочитают всему другому; к чему
можно стремиться, созерцать, относиться с уважением, признанием,
почтением (Менцер33); является существенным свойством объекта,
сущностью и условием его бытия. Наличие множества человеческих
потребностей и способов чувствования объясняет существование раз-
нообразия оценок: то, что для одного имеет большую ценность, для
другого — малую или вообще никакой. С формальной точки зрения
ценности делятся на позитивные и негативные (малоценность, отсут-
ствие ценности), на относительные и абсолютные, на субъективные
и объективные. По содержанию различаются материальные ценно-
сти: приятное, полезное и пригодное; а также логические, этические
и эстетические ценности: истина, добро, прекрасное.

14.6.2 Эвентологическая теория ценностей событий

Теория ценностей событий — раздел эвентологии; рассматривает цен-
ность как одно из существенных свойств «со-бытия», которое рас-
крывает с двух сторон: как ценность восприятия и ценность со-
здания со-бытия; определяет обе ценности события через его веро-
ятность; вычисляет ценности одних событий по ценностям других
событий; опирается на соотношения вида «ценность — вероятность»
и вводит ключевое понятие распределения ценностей множества
событий, определяемого эвентологическим распределением множе-
ства событий.

Теория ценностей событий имеет обширные применения в гума-
нитарных и социально-экономических науках; в экономикс предла-
гает эвентологическое обоснование законов спроса и предложения —
рыночного «креста Маршалла»; в психологии и физиологии предла-
гает эвентологическое толкование закона Вебера–Фехнера, связыва-
ющего ощущения и воздействия.

ных наук и медицины; различал три сферы: действительность, истинность и
ценность; характеризовал положение человека в этих сферах; четко различал
бытие и ценность.

33Менцер, Пауль (Menzer, Paul, 1873–1960) — немецкий философ.
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Ценность события (в эвентологии) — одно из существенных сво-
йств события; то, что ему присуще, составляет его конкретное су-
ществование — без ценности событие существовать не может; ха-
рактеризует степень ценности для разумного субъекта «со-быть» —
воспринять и/или создать событие, как исход бытия; раскрывает ду-
альность события в понятиях ценность восприятия и ценность созда-
ния события разумным субъектом; отражает два основополагающих
противоположных отношения разума, события и бытия.

Понятие ценности события лежит в основе вероятностных зако-
номерностей, описывающих природу объективной и субъективной
неопределённости; математически определяется двумя соотношени-
ями «ценность — вероятность», одно из которых «ценность воспри-
ятия — вероятность» опирается на соотношении Больцмана «энтро-
пия — вероятность» (одну из основ статистической механики), а
другое «ценность создания — вероятность», отражая противополож-
ность разума и материи, служит ещё одной (противоположной веро-
ятности) основой эвентологии, не имеющей аналогов в естественных
науках.

14.6.3 Физические и психофизические аналоги

Коротко рассмотрим физические и психофизические аналоги эвен-
тологических соотношений между ценностью и вероятностью собы-
тия34. Если физический аналог — соотношение «энропия – вероят-
ность» Больцмана — оказал прямое влияние на открытие эвенто-
логического соотношения «ценность восприятия – вероятность», то
психофизические аналоги — соотношения «ощущение – стимул» и
«интерес – стимул»35 — стали известны автору уже после введе-
ния второго эвентологического соотношения «ценность деятельно-
сти – вероятность»36, еще более укрепив его уверенность в физико-
психофизической обоснованности эвентологического описания пси-

34Физические и психофизические аналоги приводятся не в оригинальной, а в
эвентологически переработанной форме, которая облегчает их сравнение.

35Психофизическое соотношение «интерес – стимул», дополняющее соотноше-
ние Вебера-Фехнера «ощущение – стимул», предложено М. А. Кирилловым (см.
стр. 335).

36Это в который раз демонстрирует способность эвентологической теории де-
лать открытия «на кончике пера», руководствуясь только собственной событий-
ной логикой.
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хологии «со-бытия» разумного субъекта.

Соотношение «энтропия – вероятность» Больцмана

Соотношение Больцмана37 «энтропия — вероятность» (в статисти-
ческой механике и термодинамике) — соотношение, связывающее эн-
тропию и вероятность состояний системы, — имеет вид

p(X)
p(∅) = exp

{
− β(h(X)− h(∅))

}
, X ⊆ X,

где {p(X), X ⊆ X} — распределение вероятностей состояний систе-
мы X, {h(X), X ⊆ X} — распределение энтропии состояний той же
системы, «∅» — «нулевое» состояние системы (точка отсчёта), β —
обратная средняя температура состояний системы.

Соотношение «ощущение – стимул» Вебера – Фехнера

Соотношение Вебера-Фехнера «ощущение — стимул» (в психофизи-
ке) — соотношение, связывающее ощущение и стимул (воздействие),
— имеет вид

p(X)
p(∅) = exp

{
γ(v(X)− v(∅))

}
, X ⊆ X,

где {p(X), X ⊆ X}— распределение значений стимула X, {v(X), X ⊆
X} — распределение значений ощущений от воздействия этого сти-
мула, «∅» означает отсутствие стимула и ощущений, γ — обратная
средняя интенсивность ощущений данного стимула.

Соотношение «интерес – стимул» М. А. Кириллова

Соотношение М. А. Кириллова «интерес — стимул» (в психофизи-
ке) — соотношение, связывающее интерес и стимул и дополняющее

37Больцман, Людвиг Эдуард (нем. Boltzmann, Ludwig Eduard, 1844–1906) —
великий австрийский физик, один из основоположников статистической меха-
ники и статистической термодинамики. Имя Больцмана носят многие понятия
статистической физики, в том числе соотношение «энтропия – вероятность», вы-
ражающее статистический смысл второго начала термодинамики.
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соотношение Вебера-Фехнера «ощущение – стимул», — имеет вид

p(X)
p(∅) = exp

{
− β(w(X)− w(∅))

}
, X ⊆ X,

где {p(X), X ⊆ X}— распределение значений стимула X, {w(X), X ⊆
X}— распределение значений интереса к воздействию этого стимула,
«∅» означает отсутствие стимула и интереса, β — обратная средняя
интенсивность интереса к данному стимулу.

14.6.4 Эвентологические соотношения
между ценностями и вероятностью события

Приведенные ниже два эвентологических соотношения между ве-
роятностью и ценностями события использованы в психологии «со-
бытия» разумного субъекта при построении «эвентологического кре-
ста» его восприятия и деятельности (см. стр. 338), а также в эко-
номических приложениях при построении эвентологической модели
рыночного «креста Маршалла» спроса и предложения (см. стр. 285).

Соотношение «ценность восприятия – вероятность»

Соотношение «ценность восприятия — вероятность» — соотношение,
связывающее ценность восприятия события и его вероятность38, —
имеет вид

p(X)
p(∅) = exp

{
− β(w(X)− w(∅))

}
, X ⊆ X,

где {p(X), X ⊆ X} — Э-распределение вероятностей множества со-
бытий X, {w(X), X ⊆ X} — Э-распределение ценностей восприятия
того же множества событий, «∅» — пустое множество событий, β —
обратная средняя интенсивность восприятия множеств событий из
X.

38Основано на соотношении Больцмана «энтропия — вероятность» из стати-
стической механики.
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Соотношение «ценность деятельности – вероятность»

Соотношение «ценность деятельности — вероятность» — соотноше-
ние, связывающее ценность создания события и его вероятность39,
— имеет вид

p(X)
p(∅) = exp

{
γ(v(X)− v(∅))

}
, X ⊆ X,

где {p(X), X ⊆ X} — Э-распределение вероятностей множества со-
бытий X, {v(X), X ⊆ X} — Э-распределение ценностей создания
того же множества событий, «∅» — пустое множество событий, β —
обратная средняя интенсивность создания множеств событий из X.

14.7 Заключение

Поведение разумного субъекта — область психологии, которая непо-
средственно касается каждого разумного субъекта. Эвентологиче-
ская теория предлагает описывать психологическое поведение ра-
зумного субъекта в той или иной сфере некоторым множеством его
собственных событий, имеющих отношение к этой сфере. Только
эвентологическое наблюдение — наблюдение за множеством собы-
тий — позволяет разумному субъекту приобрести тот событийный
опыт, которым он обречен руководствоваться в своем поведении.

Эвентология разрабатывает новые событийные подходы в пси-
хологии, а математическая эвентология — математический аппарат
исследования множеств событий — событийных моделей психологи-
ческого поведения разумных субъектов и их сообществ. Эвентоло-
гическая модификация методов проведения и обработки результа-
тов психологического эксперимента и эвентологическое обоснование
и дальнейшее событийное развитие существующих психологических
теорий — дело ближайшего будущего.

39Основано на соотношении М. А. Кириллова «интерес — стимул» из психо-
физики.
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Глава 15
ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
СЕТ-ПРЕДПОЧТЕНИЙ

Предлагается эвентологическая теория сет-предпоч-
тений, которая дает событийное обоснование и расши-
рение классической теории предпочтений и объясняет из-
вестный с 1903 года парадокс Колина Блайта «о трёх пи-
рогах».

15.1 Введение

Как разум принимает решение? Эвентолог, скорее всего, уточнит
вопрос: «Как разум принимает Э-решение?» и ответит, что сначала
разум

1) воспринимает Э-обстоятельства окружающей среды — вос-
принимает подмножество наступивших событий-обстояте-
льств F ⊆ F, иначе говоря, воспринимает наступление собы-
тия-терраски ter(F ) ⊆ Ω порожденного F. Затем

2) осознает возможные собственные Э-решения — осознает опре-
деляемое F ⊆ F подмножество возможных событий-решений
DF ⊆ D, имеющее собственное Э-распределение p(DF ) = {p(D),
D ⊆ DF }. После этого

3) вероятностно выбирает собственное Э-решение — в соответ-
ствии с собственным Э-распределением p(DF ) выбирает под-
множество событий-решений D ⊆ DF , иначе говоря, в соот-
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ветствии с p(DF ) выбирает событие-терраску ter(D) ⊆ Ω из
всех событий-террасок, порожденных множеством DF . И, на-
конец,

4) создает собственное Э-решение — создает собственные собы-
тия-решения из выбранного подмножества D ⊆ DF (и не со-
здает события-решения из Dc = DF−D), иначе говоря, создает
одно событие-терраску ter(D) ⊆ Ω из всех событий-террасок,
порожденных множеством DF .

Сейчас нам интересны второй и третий этапы принятия решений
разумом. Эти два этапа давно привлекают внимание и теоретиков,
и практиков в области принятия решений и обычно относятся к то-
му, что называется теория предпочтений. Мы предложим теорию
эвентологических сет-предпочтений (Э-сет-предпочтений), кото-
рая включает постановку и решение общей задачи Э-сет-предпочте-
ний событий и попутно объясняет парадокс Блайта1 «о трёх пиро-
гах» [109, 141].

Парадокс Блайта (парадокс Симпсона, эффект Юла-Симпсона) —
статистический парадокс, в котором предпочтения нескольких групп
меняются на противоположные, после того как группы объединяют-
ся. С этим кажущимся невозможным результатом сталкиваются уди-
вительно часто в социологии и медицинской статистике. Парадокс
был описан Симпсоном2 в 1951 [216] и Юлом3 в 1903 [247]. Назва-
ние «парадокс Симпсона» было дано Блайтом в 1972 [109]. Так как
Симпсон не открыл этот парадокс, ряд авторов используют вместо
этого безличные названия, типа «парадокс аннулирования (reversal
paradox)» или «парадокс объединения (amalgamation paradox)». По-
скольку Блайт популяризировал этот парадокс своим ярким приме-
ром выбора из трёх пирогов, мы называем его

Парадокс Блайта «о трёх пирогах». Владелец ресторана, меню ко-
торого в разные дни содержит то или иное подмножество множества

1Блайт, Колин Р. (Blyth, Colin R.) — американский статистик.
2Симпсон, Эдвард Хью (Simpson, Edward Hugh) — британский статистик,

наиболее известен описанием парадокса Симпсона [216] (наряду с его коллегой
Юлом [247]).

3Юл, Джордж Эдни (Yule, George Udny, 1871–1951) — шотландский стати-
стик. Сделал важный вклад в теорию и практику корреляции, регрессии, ана-
лиза временных рядов. В его честь названы распределение Юла, дискретный
степенной закон и многие другие статистические понятия.
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из трёх пирогов «яблочный, вишневый, черничный», подметил, что,
когда в меню только два пирога, один его постоянный посетитель
предпочитает яблочный пирог вишневому и никогда не заказывает
черничный. Однако, когда меню содержит все три пирога, посетитель
вдруг начинает отдавать предпочтение вишневому перед яблочным.

Казалось бы, парадокс: «присутствие или отсутствие в меню тре-
тьего пирога, который никогда не предпочитается посетителем, ме-
няет его предпочтение между двумя другими на противоположное».
Однако все гораздо проще: «из двух пирогов, яблочного и вишне-
вого, посетитель предпочитает яблочный, а из всех — вишневый».
Дело в том, что выбирающий разум не обязан всегда проводить
только парные сравнения и иметь только парные предпочтения, он
способен сравнивать не только пары событий, но и три, а следо-
вательно, и произвольное множество событий. Иначе говоря, выби-
рающий разум способен иметь не только парные, но и тройные и
множественные предпочтения. Более того, выбирающий разум спо-
собен на предпочтение целого подмножества событий из данного
множества событий (сет-предпочтение). Эти очевидные эвенто-
логические выводы положены в основу предлагаемой нами теории
Э-сет-предпочтений, которая в известном смысле обобщает суще-
ствующие неэвентологические теории предпочтений и, в частности,
дает эвентологическое объяснение парадокса Блайта «о трёх пиро-
гах».

15.2 Эвентологическое объяснение
парадокса Блайта «о трех пирогах»

Рассмотрим эвентологическое объяснение известного парадокса «о
трех пирогах» Блайта [109, 141], прежде чем введем терминологию
теории Э-сет-предпочтений, надеясь, что простой пример поможет
быстрее освоить новую теорию.

Пусть X = {x, y, z} = {«Яблочный», «Вишневый»,«Черничный»}
— множество имен пирогов,

F = {fx, fy, fz} = {«Ябл. в меню», «Виш. в меню», «Чер. в меню»}
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— множество событий-обстоятельств. Тогда события-терраски

ter(FX) =
⋂

x∈X

fx

⋂

fx∈Xc

f c
x =

= «в меню имена пирогов из X = {x : fx ∈ F} ⊆ X»

соответствуют восьми возможным стечениям событий-обстоятельств
FX ⊆ F, где X ⊆ X, Xc = X−X, а f c

x = Ω− fx. Пусть

D = {dx, dy, dz} =

= {«выбор Ябл.»,«выбор Виш.», «выбор Чер.»}
— множество возможных собственных событий-решений выбираю-
щего разума, а

DFX = {dx, x ∈ X} ⊆ D

— подмножество собственных событий-решений, «навязываемое» ра-
зуму подмножеством событий-обстоятельств FX , X ⊆ X.

Эвентологическое объяснение парадокса Блайта предполагает сле-
дующее Э-распределение множества возможных собственных событий-
решений D (см. диаграммы Венна на рис. 15.1):

p(D) =
{

p(∅), p({dx}), p({dy}), p({dz}),

p({dx, dy}), p({dx, dz}), p({dy, dz}), p({dx, dy, dz})
}

=

= {0, 2/9, 4/9, 0, 0, 3/9, 0, 0}, (1)

где вероятности расположены в соответствии с событиями-решениями
выбора из меню соответствующих комбинаций имен пирогов: «Ни-
чего, Ябл, Виш, Чер, Ябл-Виш, Ябл-Чер, Виш-Чер, Ябл-Виш-Чер».

В нашей теории Э-сет-предпочтений Э-распределение p(D) на-
зывается тройным Э-сет-предпочтением выбирающего разума, так
как оно определяет вероятностный сет-выбор разума из триплета
событий-решений D, иначе говоря — вероятностный выбор разумом
любого подмножества событий-решений D ⊆ D.
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В соответствии с тройным Э-сет-предпочтением (1), когда в ме-
ню предлагаются все три пирога, т.е. при стечении всех трех событий-
обстоятельств: ter(F) = fx ∩ fy ∩ fz, сет-выбирающий разум4 пред-
почитает выбрать лишь один вишневый пирог (y) в силу того, что
p({dy}) = maxD{p(D), D ⊆ D}.

Тройное Э-моно-предпочтение определяется вероятностями мо-
ноплетного выбора5 из триплета событий-решений. В эвентологи-
ческом объяснении парадокса при моноплетном выборе из триплета,
разум предпочитает вишневый пирог — моноплет {dy}, т.е. имеет
следующее моно-предпочтение:

«Ябл, Виш, Чер» ∼ {2/9, 4/9, 0} = {p({dx}), p({dy}), p({dz})},
так как p({dy}) max{d}⊆D{p({d})}.

Парные Э-моно-предпочтения определяются вероятностями мо-
ноплетного выбора из дуплетов событий-решений, Э-распределения
которых имеют вид:

pxy =
{

pxy(∅), pxy({dx}), pxy({dx}), pxy({dx, dy})
}

,

pxz =
{

pxz(∅), pxz({dx}), pxz({dz}), pxz({dx, dz})
}

,

pyz =
{

pyz(∅), pyz({dy}), pyz({dz}), pyz({dy, dz})
}

и определяются Э-распределением триплета D. Например, дуплет-
ное Э-распределение pxy определяется через триплетное Э-распреде-
ление p(D) по формулам:

pxy(∅) = p(∅) + p({dz}), pxy({dx}) = p({dx}) + p({dx, dz}),

pxy({dy}) = p({dy}) + p({dy, dz}),
pxy({dx, dy}) = p({dx, dy}) + p({dx, dy, dz}).

В эвентологическом объяснении парадокса при моноплетном выбо-
ре из дуплетов, разум имеет следующие моно-предпочтения среди
соответствующих дуплетов событий-решений:

«Ябл, Виш» ∼ {5/9, 4/9} = {pxy({dx}), pxy({dy})},
4Сет-выбирающий разум — разум, способный выбрать любое подмножество

событий-решений D ⊆ D.
5Моноплетный выбор — выбор моноплетов событий-решений {d} ⊆ D.
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«Ябл, Чер» ∼ {2/9, 0} = {pxz({dx}), pxz({dz})},
«Виш, Чер» ∼ {4/9, 3/9} = {pxy({dx}), pxy({dy})}

в силу тех же очевидных причин.
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Рис. 15.1. Диаграммы Венна событий-решений, иллюстрирующие объяснение па-
радокса Блайта «о трёх пирогах» на основе теории Э-предпочтений. События-
решения «выбор пирога» — яблочного (x), вишневого (y) и черничного (z) —
образуют триплет D = {dx, dy , dz} с Э-распределением «Ничего, Ябл, Виш, Чер,
Ябл-Виш, Ябл-Чер, Виш-Чер, Ябл-Виш-Чер» ∼ «0, 3/9, 4/9, 0, 0, 2/9, 0, 0», ко-
торое называется тройным Э-сет-предпочтением выбирающего разума. Трой-
ное Э-моно-предпочтение «Ябл, Виш, Чер» ∼ «3/9, 4/9, 0» и парные Э-моно-
предпочтения: «Ябл, Виш» = «5/9, 4/9», «Ябл, Чер» ∼ «3/9, 0», «Виш, Чер» ∼

«4/9, 2/9» определяются тройным Э-сет-предпочтением.

15.3 Определение Э-предпочтений

Пусть D — множество событий-решений разума с Э-распределением

q =
{

q(D) = P(ter(D)), D ⊆ D
}

.

Множество D порождается выбирающим разумом и связано с мно-
жеством событий-обстоятельств F выбирающим отображением ϕ :
2F → 2D, сопоставляющим каждому подмножеству событий-обстоя-
тельств F ⊆ F единственное множество возможных событий-реше-
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ний DF = ϕ(F ) ⊆ D среди подмножеств которого разум делает
свой сет-выбор. Иначе говоря, при стечении событий-обстоятельств
F ⊆ F разум сет-выбирает из множества DF подмножество собы-
тий-решений D ⊆ DF в соответствии с частным Э-распределением
множества DF :

q(DF ) =
{

q(D ↑ DF ), D ⊆ DF

}
,

где q(D ↑ DF ) = P(ter(D ↑ DF )) — вероятности событий-террасок

ter(D ↑ DF ) =
⋂

d∈D

d
⋂

d∈DF−D

dc, D ⊆ DF ,

порожденных множеством DF ⊆ D.
Замечание. Использование кажущегося, на первый взгляд, из-

лишним громоздкого обозначения «D ↑ DF» объясняется только
необходимостью указать: «D сет-выбирается из DF». Дело в том,
что до сих пор всегда было ясно, из какого множества событий сет-
выбираются подмножества, и поэтому, например, Э-распределение
множества D сокращенно обозначалось q(D) = {q(D), D ⊆ D}, хотя
полное его обозначение должно иметь вид: q(D) = {q(D ↑ D), D ⊆
D}. Это замечание относится также и к сокращенным обозначениям
событий-террасок:

ter(D) =
⋂

d∈D

d
⋂

d∈Dc

dc,

судя только по которым нельзя определить, что подмножество D
сет-выбирается из множества D и что до D определяется его до-
полнение Dc = D − D. Поэтому полное обозначение ter(D ↑ D) =
ter(D), D ⊆ D будет использоваться, когда требуется одновре-
менно рассматривать события-терраски, порожденные различными
множествами событий D ⊆ F.

Э-распределение q множества событий-решений D связано с Э-
распределением p множества событий-обстоятельств F формулами
условной схемы:

q(D) =
∑

F⊆F

q(D ↑ DF |F )p(F ), D ⊆ D,
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где p =
{

p(F ), F ⊆ F
}

— Э-распределение множества событий-
обстоятельств F, а вероятности

q(D ↑ DF |F ) =
P(ter(D ↑ DF ) ∩ ter(F ))

p(F )
,

взятые все вместе для D ⊆ DF , образуют

q(D ↑ DF |F ) =
{

q(D ↑ DF |F ), D ⊆ DF

}

— условное Э-распределение множества событий-решений D при усло-
вии наступления подмножеств событий-обстоятельств F ⊆ F, иначе
говоря, при наступлении событий-террасок ter(F ), F ⊆ F.

Определение (Э-сет-предпочтение). Э-сет-предпочтением на мно-
жестве событий-решений D называется Э-распределение этого мно-
жества: q(D) =

{
q(D ↑ D), D ⊆ D

}
. Э-n-предпочтением на множе-

стве событий-решений D называется набор вероятностей n-плетов из
Э-распределения этого множества: qn(D) =

{
q(Dn ↑ D), Dn ⊆ D

}
,

где Dn ⊆ D — произвольный n-плет событий-решений из D (подмно-
жество мощности n = |Dn|). В частности, Э-пусто-предпочтением
на множестве событий-решений D называется набор, состоящий из
одной вероятности q(∅) ∈ q(D), взятой из Э-распределения этого
множества: q0(D) =

{
q(∅)

}
, Э-моно-предпочтением на множестве

событий-решений D называется набор вероятностей моноплетов из
Э-распределения этого множества:

q1(D) =
{

q({d} ↑ D), d ∈ D
}

,

Э-дуплет-предпочтением на множестве событий-решений D назы-
вается набор вероятностей дуплетов из Э-распределения этого мно-
жества: q2(D) =

{
q({d, e} ↑ D), {d, e} ⊆ D

}
. Очевидно, что q(D) =

∑|D|
n=0 qn(D).
Э-сет-предпочтение определяет вероятностный сет-выбор ра-

зумом любых подмножеств событий-решений D из множества D.
Э-пусто-предпочтение определяет вероятностный сет-выбор ра-
зумом пустого множества событий-решений из множества D, ина-
че говоря, определяет вероятность бездействия разума в рамках
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множества событий-решений D. Э-моно-предпочтение и Э-дуплет-
предпочтение определяют вероятностный сет-выбор разумом соот-
ветственно моноплетов и дуплетов событий-решений из множества
D.

15.4 Основное эвентологическое
предположение теории Э-предпочтений

Теория Э-сет-предпочтений основана на оригинальном эвентологи-
ческом предположении, что моно-предпочтения разума, выбираю-
щего только одно событие из множества событий X, определяются
не вероятностями «моно-событий» x ∈ X, иначе говоря, не набором
вероятностей6

{
P(x), x ∈ X

}
, а вероятностями «моно-террасок»

ter({x}) = x ∩

 ⋂

y∈X−{x}
yc


 , x ∈ X,

порождаемых множеством событий X, т.е. набором вероятностей
{
P

(
ter({x})), x ∈ X

}
.

Эти два набора вероятностей начинают совпадать, как только со-
бытия x ∈ X образуют непересекающуюся структуру, так как тогда
x = ter({x}), x ∈ X. Однако в ситуации множества событий X, об-
ладающего произвольной структурой зависимостей событий, данные
два набора вероятностей могут быть совершенно различными:

{
P(x), x ∈ X

}
6=

{
P

(
ter({x})), x ∈ X

}
.

Например, для любого набора вероятностей событий x ∈ X суще-
ствует такая структура зависимостей событий, что P

(
ter({x})) =

0, x ∈ X. В теории Э-предпочтений это означает полное отсутствие
моно-выбора: делая такой сет-выбор, разум никогда не выбирает со-
бытия x ∈ X по отдельности, а всегда — вкупе с другими событиями
из X.

6Как это обычно предполагается в классической теории предпочтений.
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Рис. 15.2. Все двадцать четыре сет-предпочтения одного события-решения из
множества событий-решений D ⊆ D, которые можно определить на триплете
событий-решений D = {d, e, f}. Крайний столбец справа составлен из шести
Э-сет-предпочтений, соответствующих структуре сет-предпочтений в парадок-
се Блайта «о трёх пирогах». Эти шесть сет-предпочтений соответствуют шести

возможным вариантам переименования трёх событий из множества D.
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Основное эвентологическое предположение теории Э-сет-предпо-
чтений в ситуации сет-выбора заключается в том, что выбор n со-
бытий, образующих произвольное подмножество Xn ⊆ X мощности
n = |Xn|, определяется не вероятностями событий-террасок — пере-
сечений всех событий из Xn:

pXn
= P

(
terXn

)
= P

( ⋂

x∈Xn

x

)
,

а вероятностями других событий-террасок

p(Xn) = P
(

ter(Xn)
)

= P


 ⋂

x∈Xn

x
⋂

x∈Xc
n

xc


 ,

которые интерпретируются как наступление только событий из Xn.
Таким образом, в общей ситуации основное эвентологическое пред-
положение заменяет набор одних вероятностей

{
pXn , Xn ⊆ X

}
на

набор других вероятностей:
{

p(Xn), Xn ⊆ X
}
.

Конечно, смысл и значение основного эвентологического предпо-
ложения теории Э-сет-предпочтений не сводятся всего лишь к фор-
мальной замене одного набора вероятностей другим. Данное типично
эвентологическое предположение позволяет наглядно объяснить па-
радокс Блайта. Этот факт может означать только одно: эвентологи-
ческое предположение, положенное в основу теории Э-сет-предпочте-
ний, по-видимому, адекватнее отражает механизм осуществления ра-
зумом сет-выбора, чем предположения, обосновывающие классиче-
скую теорию предпочтений.

15.5 Заключение

Предложена эвентологическая теория предпочтений, определяющая
новое понятие множественного предпочтения (сет-предпочтения), да-
ющая возможность построения моделей предпочтений и учитываю-
щая весь спектр структур зависимостей событий, в частности объ-
ясняющая известный парадокс Блайта «о трёх пирогах».
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Глава 16
ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
ПРИНЯТИЯ РЕШЕНИЙ

Эвентологическая теория принятия решений, теория при-
нятия событийных решений — теория принятия решений, опи-
рающаяся на эвентологические принципы и использующая ре-
зультаты математической эвентологии [4]; теоретический ба-
зис практической эвентологии [1, 2, 3]. Предлагаются начала
этой теории, возникшие из событийного представления разум-
ного субъекта и его решений в виде Э-распределений множеств
событий [5] и опирающиеся на эвентологическую H-теорему
[6]. Рассматривается иллюстративный пример принятия ра-
зумным субъектом эвентологического решения о собственном
событийном поведении на финансовом или фондовом рынке.

16.1 Событийные обстоятельства

Разумный субъект принимает решение при определенном стечении
событий-обстоятельств, наступление которых порождается его со-
бытийным окружением. Разумный субъект смотрит на его событий-
ное окружение через призму множества событий F ⊆ F , которые
он выбрал из алгебры событий F эвентологического пространства
(Ω,F ,P). Тогда любому стечению событий-обстоятельств в некото-
рый момент t ∈ T всегда будет однозначно соответствовать наступле-
ние того или иного события-терраски ter(Ft), Ft ⊆ F. Поэтому дого-
воримся называть эти события-терраски ter(Ft) стечениями событий-
обстоятельств в момент t ∈ T относительно множества событий F,
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которое в свою очередь для краткости будем называть множеством
событий-обстоятельств.

16.2 Событийные решения

Предположим также, что в полном распоряжении разумного субъ-
екта имеется множество событий-решений D ⊆ F, выбранное им
из той же алгебры событий F . Каждое подмножество D ⊆ D соот-
ветствует тому или иному множественному событийному решению
(Э-сет-решению) разумного субъекта. Наступления или ненаступле-
ния отдельных событий-решений d ∈ D, порождаемых выбором ра-
зумного субъекта, взаимно-однозначно характеризуют каждое его Э-
сет-решение D ⊆ D. Принятие разумным субъектом Э-сет-решения
D означает, что разумный субъект выбирает отдельные события-
решения d ∈ D таким образом, что наступают все события-решения
из D и ни одного из Dc = D − D. Разумный субъект создает все
события-решения из D и ни одного из Dc = D−D. Иными словами,
разумный субъект создает одно из событий-террасок ter(D), D ⊆ D,
порождаемых множеством событий-решений D.

Выбирая или не выбирая1 отдельные события-решения d ∈ D
в каждый момент t ∈ T , разумный субъект в результате приоб-
ретает способность делать эвентологический выбор — способность
выбирать события-терраски ter(D), D ⊆ D в соответствии с Э-
распределением множества событий-решений D ⊆ F, т.е. способность
принимать Э-сет-решения D ⊆ D, содержащиеся в D, в соответствии
с Э-распределением этого D.

16.3 Предположение стационарности множеств
событий

Для простоты вначале будем предполагать, что множество событий-
решений D и множество событий-обстоятельств F не зависят от вре-
мени. Иначе говоря, предположим стационарность Э-распределений
D и F, их неизменность во времени.

1В соответствии с тем или иным стечением событий-обстоятельств —
событием-терраской ter(Ft).
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16.4 Задача принятия эвентологических
решений (принятия Э-решений)

Задача принятия эвентологических решений (принятия Э-решений)
разумным субъектом заключается в выборе такого множества собы-
тий-решений D, Э-распределение которого представляет наиболь-
шую ценность с точки зрения этого разумного субъекта. Способ-
ность разумного субъекта выбирать множество событий-решений D
с тем или иным Э-распределением эквивалентна его способности
эвентологически (событийно-вероятностно) выбирать Э-сет-реше-
ние D ⊆ D, т.е. эвентологически выбирать способ собственного со-
бытийного поведения в рамках множества событий-решений D —
способ, который является его событийным ответом на вызов стече-
ния событий-обстоятельств F ⊆ F, порожденных его событийным
окружением.

16.4.1 Выбор событий-решений

Выбор разумным субъектом события-решения d ∈ D при стечении
событий-обстоятельств ter(F ) эвентологически фиксируется специ-
альной индикаторной функцией двух аргументов: события-решения
d и события-терраски ter(F ), которая определяется на D × F через
дзета-функцию2 ζ:

1d(ter(F )) = ζ
(
ter(F ), d

)
=

{
1, ter(F ) ⊆ d,

0, otherwise.

Для любой пары (d, F ) ∈ D× 2F ⊆ D× F будем сокращенно обозна-
чать

1d(F ) = 1d(ter(F )).

Сохраним это обозначение 1d(F ) также и для так называемой сет-
индикаторной функции

1d(F ) =

{
Ω, ter(F ) ⊆ d,

∅, otherwise,

2Дзета-функция Римана, определённая на F × F .
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надеясь, что контекст, в котором она будет употребляться, поможет
избежать недоразумений.

Только что введенная сет-индикаторная функция позволяет сфор-
мировать каждое событие-решение d ∈ D из событий-террасок ter(F ),
F ⊆ F формулой

d =
∑

F⊆F

ter(F ) ∩ 1d(F ), (1)

которая может быть эквивалентным образом записана при помощи
индикаторной функции, правда, в более громоздком виде:

d =
∑

F : 1d(F )>0

ter(F ). (1′)

Замечание 1 . Формулы (1) и (1′) определяют каждое событие-
решение d ∈ D как объединение того или иного множества событий-
террасок ter(F ). Иначе говоря, события-решения d ∈ D оказывают-
ся «сложенными» из событий-террасок ter(F ), порожденных множе-
ством событий-обстоятельств F, таким образом, что каждое событие-
терраска ter(F ) либо полностью содержится в событии-решении d,
либо не пересекается с ним. Этот факт позволяет ввести еще одну
индикаторную функцию:

1D(ter(F )) = ζ
(
ter(F ), ter(D)

)
=

{
1, ter(F ) ⊆ ter(D),
0, otherwise

которую сокращенно будем обозначать

1D(F ) = 1D(ter(F )),

надеясь, что это все еще не вызовет недоразумений.
Если воспользоваться более правильной, но громоздкой записью

1D(ter(F )) = 1ter(D)(ter(F )),

то индикаторную функцию 1D(F ) можно рассматривать как своеоб-
разное обобщение 1d(F ). Эти функции связаны соотношением:

1d(F ) =
∑

ter(D)⊆d

1ter(D)(ter(F )) =
∑

d∈D

1D(F ),
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в силу того, что

{ter(D) ⊆ d} ⇐⇒ {d ∈ D}.
Замечание 2 . Формулы (1) и (1’) определяют множество событий-

решений D через множество событий-обстоятельств F. Обратное воз-
можно, когда между множеством непустых событий-террасок ter(D),
D ⊆ D и множеством непустых событий-террасок ter(F ), F ⊆ F, су-
ществует взаимно-однозначное соответствие.

16.4.2 Эвентологический выбор

Выбор разумным субъектом событий-решений, которые все вместе
образуют множество D, дают ему возможность эвентологического
выбора произвольного Э-сет-решения D ⊆ D, которое взаимно-одно-
значно интерпретируется как создание разумным субъектом события-
терраски

ter(D) =
⋂

d∈D

d
⋂

d∈Dc

dc,

где события-решения d ∈ D определяются формулами (1) или (1’) в
полном соответствии с эвентологическим выбором разумного субъ-
екта.

Обозначим

p =
{

p(F ) = P(ter(F )), F ⊆ F
}

Э-распределение множества событий-обстоятельств F. Тогда Э-рас-
пределение множества событий-решений D

q =
{

q(D) = P(ter(D)), D ⊆ D
}

связано с Э-распределением p формулами:

q(D) =
∑

F⊆F

p(F )1D(F ), D ⊆ D, (2)

которые позволяют говорить о том, что разумный субъект (выбирая
отдельные события-решения d ∈ D, иначе говоря, выбирая то или
иное сет-решение D ⊆ D) демонстрирует способность эвентологи-
ческого выбора решений, дающего ответ на вызов Э-распределения
множества событий-обстоятельств F.
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16.5 Методы принятия Э-решений

16.5.1 Ценность со-бытия

Ценность со-бытия [4] — одно из существенных свойств со-бытия
разумного субъекта; предрасположенность события иметь значимость,
быть важным для разумного субъекта; то, что присуще событию,
составляет его конкретное существование — без ценности событие
существовать не может; характеризует степень ценности для разу-
ма со-быть — воспринять и/или создать событие, как исход бытия;
раскрывает ценность дуального со-бытия в понятиях ценность вос-
приятия и ценность создания события разумным субъектом; отра-
жает два противоположных основополагающих отношения разума
и бытия; лежит в основе эвентологических закономерностей, опи-
сывающих природу объективной и субъективной неопределённости;
математически связана с колмогоровской вероятностью соотношени-
ями ценность ∼ вероятность [4].

16.5.2 Принцип наибольшей ценности

Возьмем на себя смелость утверждать, что основой эвентологиче-
ского выбора служит то, что можно назвать принципом наибольшей
ценности. Иными словами, совершая свой эвентологический выбор,
разумный субъект исходит из того, что событийный итог его выбо-
ра должен обладать наибольшей ценностью с его точки зрения. При
этом смысл наибольшей ценности эвентологического выбора в дета-
лях уточнять нет необходимости: разумный субъект сам определяет
его для себя.

16.5.3 Матрица совместного распределения D и F

Рассмотрим матрицу совместного Э-распределения множества собы-
тий-решений D и множества событий-обстоятельств F:

‖π(D, F )‖ =
{

π(D, F ), D ⊆ D, F ⊆ F
}

,

где
π(D,F ) = P(ter(D) ∩ ter(F ))

есть вероятность совместного наступления соответствующих событий-
террасок.
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16.5.4 Наиболее ценные условные Э-распределения D

Для каждого события-терраски ter(F ), вероятность которого поло-
жительна: p(F ) > 0, определены условные вероятности

q(D|F ) = P
(
ter(D)

∣∣∣ ter(F )
)

=
π(D,F )

p(F )

выбора разумным субъектом Э-сет-решения D ⊆ D при стечении
событий-обстоятельств F ⊆ F. Условные Э-распределения

{
q(D|F ), D ⊆ D

}
, F ⊆ F (?)

— это и есть те самые наиболее ценные для разумного субъекта Э-
распределения, которые формируются3 им, когда он эвентологиче-
ски выбирает Э-сет-решения D ⊆ D, отвечая на стечение событий-
обстоятельств F ⊆ F. Обозначим

‖q(D|F )‖ =
{

q(D|F ), D ⊆ D, F ⊆ F
}

— матрицу условных вероятностей Э-сет-решений D ⊆ D при событи-
ях-обстоятельствах F ⊆ F, строками которой служат наиболее цен-
ные для разумного субъекта Э-распределения (?).

Каждый из нас имеет более или менее достаточный опыт при-
нятия наиболее ценных для нас Э-решений, отвечающих на вызов
повседневных событий-обстоятельств. Воспользуемся этим опытом
для конструирования двух методов принятия Э-решений, которые
любой разумный субъект вполне может применить в своей событий-
ной практике.

16.5.5 Первый метод

Предположим известной матрицу

‖val(d, F )‖ =
{
val(d, F ), (d, F ) ∈ D× F

}
,

составленную из значений вещественной функции val : D× F → R,
которые интерпретируются как степень ценности для разумного

3На основе принципа наибольшей ценности.
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субъекта эвентологического выбора события-решения d ∈ D при
стечении событий-обстоятельств F ⊆ F. При этом положительные
значения val интерпретируются как степени ценности исхода, а от-
рицательные — как степени отсутствия ценности исхода для ра-
зумного субъекта.

Тогда событие-решение d ∈ D может выбираться разумным субъ-
ектом при стечениях событий-обстоятельств F ⊆ F, для которых
val(d, F ) > 0. Иначе говоря, события-решения складываются из со-
ответствующих событий-террасок ter(F ), для которых val(d, F ) > 0,
и поэтому определяются формулами:

d =
∑

F : val(d,F )>0

ter(F ), d ∈ D.

Обозначим
DF = {d : val(d, F ) > 0} ⊆ D

— множество событий-решений, для которых val положительна при
данном стечении событий-обстоятельств F ⊆ F. Тогда условное Э-
распределение всего множества событий-решений D при стечении
событий-обстоятельств F ⊆ F — это вырожденное Э-распределение

q(D|F ) = δ(D, DF ) =

{
1, D = DF ,

0, иначе,
(◦)

где δ — дельта-функция, или символ Кронекера4.

16.5.6 Второй метод

Для каждого множества событий-решений D ⊆ D и каждого стече-
ния событий-обстоятельств F ⊆ F определим значение функции val
по формулам

val(D,F ) =
∑

d∈D

val(d, F ),

4Кронекер, Леопольд (нем. Kronecker, Leopold, 1823–1891) — немецкий мате-
матик. Основные труды по алгебре и теории чисел. Сторонник «арифметизации»
математики, которая по его мнению, должна быть сведена к арифметике целых
чисел; только последняя, как он утверждал, обладает подлинной реальностью.
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которые вместе взятые образуют матрицу

‖val(D, F )‖ =
{
val(D, F ) : (D, F ) ∈ 2D × 2F

}
.

Обозначим
val(F ) =

∑

F : val(D,F )>0

val(D,F )

— сумму всех положительных значений функции val(D,F ) для дан-
ного F ⊆ F. Определим теперь для каждого F ⊆ F условное Э-
распределение q(D|F ) следующим образом: при val(F ) = 0 — фор-
мулой:

q(D|F ) =

{
1, D = ∅,
0, иначе,

(◦◦)

а при val(F ) > 0 — формулой:

q(D|F ) =

{
val(D, F )/val(F ), val(D, F ) > 0,

0, иначе.
(◦◦′)

Таким образом, второй метод в отличие от первого предлагает
описывать Э-поведение разумного субъекта при каждом стечении
событий-обстоятельств как невырожденное условное Э-распределе-
ние. Иначе говоря, второй метод рассматривает более общую ситу-
ацию и предлагает такой способ эвентологического выбора разум-
ного субъекта, когда при каждом стечении событий-обстоятельств
разумный субъект выбирает свое Э-поведение так, как ему «под-
сказывает» условное Э-распределение общего характера. При этом
собственное Э-распределение разумного субъекта, определяющее его
эвентологический выбор в рамках множества событий-обстоятельств
F, задается формулами полной вероятности

q(D) =
∑

F⊆F

q(D|F )p(F ), D ⊆ D.

16.5.7 Метод, основанный на эвентологической H-теореме
5

5Boltzmann, Ludwig Eduard (1844–1906) was the great Austrian physicist famous
for his founding contributions in the fields of statistical mechanics and statistical
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16.6 Пример принятия Э-решений

Рассмотрим ситуацию, когда разумный субъект принимает Э-реше-
ния о своем поведении на финансовом или фондовом рынке, на-
пример, в рамках торгов на валютной или фондовой бирже. Свои
Э-решения разумный субъект принимает на основе исторической
Э-статистики {ter(Ft) : t ∈ T} о конечном множестве событий-
обстоятельств F. Эти избранные самим разумным субъектом события-
обстоятельства наступали или не наступали в моменты времени t ∈
T , образовавшие конечное множество T за некоторый период, пред-
шествующий моменту принятия Э-решения.

Одни события-обстоятельства из множества F порождаются тех-
ническими, другие — фундаментальными характеристиками торгов
и называются техническими или фундаментальными событиями-
обстоятельствами соответственно.

16.6.1 Технические события-обстоятельства

Обозначим {at, t ∈ T} — множество котировок акций одного вида
или курса одной валюты по отношению к другой, а {bt, t ∈ T} —
множество объемов их продаж в соответствующие моменты времени
t ∈ T . Обозначим также

{a(1)
t , t ∈ T}, {a(2)

t , t ∈ T},

{b(1)
t , t ∈ T}, {b(2)

t , t ∈ T}
— соответствующие «скользящие средние» котировок и объемов про-
даж соответственно за n1 + 1 и n2 + 1 предшествующих моментов
времени:

a
(1)
t =

1
n1 + 1

t∑
τ=t−n1

aτ , a
(2)
t =

1
n2 + 1

t∑
τ=t−n2

aτ ,

b
(1)
t =

1
n1 + 1

t∑
τ=t−n1

bτ , b
(2)
t =

1
n2 + 1

t∑
τ=t−n2

bτ .

thermodynamics; he first stated the logarithmic connection between entropy and
probability in his kinetic theory of gases; he stated his famous H-theorem, theoretical
basis of the second law of thermodynamics.
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На основе этих технических характеристик торгов можно опреде-
лить три технических события-обстоятельства:

f (1) =
{

at > a
(1)
t

}
, f (2) =

{
at > a

(2)
t

}
, f (3) =

{
a
(1)
t > a

(2)
t

}
.

16.6.2 Фундаментальные события-обстоятельства

Фундаментальные события-обстоятельства определяются в данном
примере следующим образом:

f (4) =
⋃

f∈F(4)

f, f (5) =
⋃

f∈F(5)

f, f (6) =
⋃

f∈F(4)

f.

Каждое из этих трех событий-обстоятельств соответствует наступ-
лению хотя бы одного6 события-обстоятельства f ∈ F(i) из множе-
ства событий7 F(i), i = 4, 5, 6, наступающих в трех соответствующих
сферах общества — экономической, политической и социальной и
наиболее ценных для повышения котировки рассматриваемого фи-
нансового инструмента.

16.6.3 Множество событий-обстоятельств

Множество событий-обстоятельств в примере составлено разумным
субъектом из шести событий-обстоятельств:

F =
{

f (1), f (2), f (3), f (4), f (5), f (6)
}

,

среди которых три технических: f (1), f (2) и f (3) — и три фундамен-
тальных: f (4), f (5) и f (6). Таким образом, для принятия Э-решений
разумный субъект собирается анализировать события-обстоятельства
на валютном или фондовом рынке через «призму» избранного им
секстета событий F. Иначе говоря, разумный субъект собирается

6Логическое высказывание «наступление хотя бы одного события» соответ-
ствует сет-операции «объединения событий», которую здесь надо рассматривать
лишь как популярный, но весьма частный вариант произвольной сет-операции,
также вполне допустимой для определения событий-обстоятельств в задаче при-
нятия Э-решений.

7Экономические, политические и социальные события-обстоятельства,
формирующие множества F(i), i = 4, 5, 6, должны быть определены и выбраны
самим разумным субъектом до того, как он начнет принимать свои Э-решения.
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принимать во внимание только 64 = 26 вариантов стечения событий-
обстоятельств F ⊆ F, или, что то же самое, — наступление 64-х со-
ответствующих событий-террасок:

ter(F ) =
⋂

f∈F

f
⋂

f∈F c

fc, F ⊆ F,

где f c = Ω− f — дополнение события-обстоятельства f до Ω, а F c =
F− F — дополнение множества событий-обстоятельств F до F.

16.6.4 Множество событий-решений

Множество событий-решений разумного субъекта в рассматривае-
мом примере, где он принимает Э-решения на валютном или фондо-
вом рынке, состоит из двух событий-решений: D = {d+, d−}, где

d+ = {продажа финансового инструмента},

d− = {покупка финансового инструмента}.
Дуплет событий-решений D в произвольной ситуации разбивает про-
странство э-событий Ω на 4 = 22 события-терраски, которые в общем
виде записываются обычным образом:

ter(D) =
⋂

d∈D

d
⋂

d∈Dc

dc, D ⊆ D.

Эти события-терраски нетрудно выписать в виде пересечения двух
событий, а также привести их очевидную интерпретацию:

• ter(∅) = (d+)c ∩ (d−)c — «ничего не делать»,

• ter({d+}) = d+ ∩ (d−)c — «только продавать»,

• ter({d−}) = (d+)c ∩ d− — «только покупать»,

• ter({d+, d−}) = d+ ∩ d− — «продавать и покупать».

Интерпретация события-терраски ter({d+, d−}) «продавать и поку-
пать» может, например, означать, что разумный субъект часть своих
финансовых инструментов продает, а часть покупает.
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Если же такое невозможно, то надо предположить, что события-
решения не пересекаются, т.е. что

ter({d+, d−}) = d+ ∩ d− = ∅.
Дуплет непересекающихся событий-решений D разбивает простран-
ство э-событий Ω только на три события-терраски:

• ter(∅) = (d+)c ∩ (d−)c — «ничего не делать»,

• ter({d+}) = d+ — «только продавать»,

• ter({d−}) = d− — «только покупать».

16.6.5 Матрица ценностей

Матрицу ценностей для разумного субъекта

‖val(d, F )‖ =
{
val(d, F ), (d, F ) ∈ D× F

}

в данном примере предлагается оценивать из исторической стати-
стики

{
ter(Ft) : Ft ⊆ F

}
. Каждый элемент матрицы статистически

оценивается по формуле:

val(d, F ) = (−1)δ(d,d−)

(
1
|TF |

∑

t∈TF

(at − at−1)

)
, (¯)

где TF =
{
t ∈ T : Ft = F

} ⊆ T — подмножество моментов из T ,
в которые стечение событий-обстоятельств Ft совпадало с F ⊆ F, а
|TF | — количество таких моментов (мощность подмножества TF ).

Дальнейшая оценка условных Э-распределений разумного субъ-
екта проводится либо первым, либо вторым методом, в основу кото-
рых положены элементы матрицы степеней ценности, оцененные по
формулам (¯).

16.6.6 Первый метод

Каждое событие-решение d ∈ D выбирается разумным субъектом
при стечениях событий-обстоятельств F ⊆ F, для которых val(d, F ) >
0, иначе говоря, определяются формулами:

d =
∑

F : val(d,F )>0

ter(F ), d ∈ D.
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Пусть
DF = {d : val(d, F ) > 0} ⊆ D

— множество всех таких событий-решений, для которых val поло-
жительна при данном стечении событий-обстоятельств F ⊆ F. Та-
ким образом, разумный субъект при данном F ⊆ F создает событие-
терраску

ter(DF ) =
⋂

d∈DF

d
⋂

d∈(DF )c

dc,

соответствующее множеству событий-решений DF , т.е. он создает
все события-решения из DF и не создает ни одного события-решения
из (DF )c = D−DF .

16.6.7 Второй метод

Для каждого множества событий-решений D ⊆ D и каждого сте-
чения событий-обстоятельств F ⊆ F функция val, определенная на
D× 2F, доопределяется на 2D × 2F по формулам

val(D,F ) =
∑

d∈D

val(d, F ).

Эти значения val, взятые все вместе, образуют еще одну расширен-
ную матрицу

‖val(D, F )‖ =
{
val(D, F ) : (D, F ) ∈ 2D × 2F

}
.

Пусть
valΣ(F ) =

∑

F : val(D,F )>0

val(D, F )

— сумма всех положительных значений функции val(D,F ) для дан-
ного F ⊆ F. Теперь для каждого F ⊆ F определено условное Э-
распределение q(D|F ):

• при valΣ(F ) = 0, — формулой:

q(D|F ) =

{
1, D = ∅,
0, иначе;

(◦◦)
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• при valΣ(F ) > 0, — формулой:

q(D|F ) =

{
val(D, F )/val(F ), val(D, F ) > 0,

0, иначе;
(◦◦′)

которое обобщает поведение разумного субъекта, рекомендуемое пер-
вым методом, указанием для каждого D ⊆ D вероятности q(D|F ), с
которой данное множество событий-решений должно быть создано
разумным субъектом (при условии наступления множества событий-
обстоятельств F ⊆ F).

Иначе говоря второй метод предлагает разумному субъекту, если
пользоваться терминологией теории игр, не «чистую» (как первый
метод), а «смешанную» стратегию поведения, определяемую услов-
ным Э-распределением {q(D|F ), D ⊆ D}. То, что разумный субъект
способен осуществлять эвентологический выбор8 событий-решений
в соответствии с условным Э-распределением следует из общих Э-
принципов [4, 5].

16.6.8 Метод, основанный на эвентологической H-теореме

16.7 Заключение

Разумный субъект принимает решение при стечении множества
событий-обстоятельств, подчиняющегося своему Э-распределению.
В распоряжении разумного субъекта как текущий итог его собы-
тийного опыта имеется собственное множество событий-решений с
Э-распределением, которое определяет его эвентологический выбор.
Совместное Э-распределение этих двух множеств событий описыва-
ет событийное поведение разумного субъекта — принятие им наибо-
лее ценных событийных решений в различных обстоятельствах его
со-бытия.

Предлагаемый событийный взгляд на принятие решений, опира-
ющийся на эвентологическую H-теорему [6] — основу эвентологиче-
ской теории принятия решений, которая унифицирует и расширяет

8Часть разумных субъектов не доверяет этой способности своего разума и
убеждены, что для эвентологического выбора им не обойтись без «бросания мо-
нетки» — и напрасно.
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возможности классической теории, позволяя эвентологически срав-
нивать ситуации принятия наиболее ценных событийных решений
различными разумными субъектами в различных событийных об-
стоятельствах.
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16.8 Нечеткость, порождаемая временем

Нечеткость, порождаемая временем. Обычно предположение стацио-
нарности, скорее, не выполняется, и вместо каждого события-решения
d ∈ D, вообще говоря, рано или поздно придется рассматривать

377
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T -нечеткое событие-решение
∼
d = {dt, t ∈ T}, нечеткость которо-

го порождается временем9; а вместо множества D — множество T -

нечетких событий-решений
(∼)

D = {∼d, d ∈ D}, понимая под D мно-
жество уже не событий, а их имен d ∈ D. Сказанное относится и к
событиям-обстоятельствам f ∈ F, вместо которых также придется
рассматривать T -нечеткие события-обстоятельства

∼
f = {ft, t ∈ T},

а вместо F — множество T -нечетких событий-обстоятельств
(∼)

F =
{∼f, f ∈ F}, понимая под F множество не событий, а их имен f ∈ F.

9Здесь впервые возникла необходимость ввести понятие нечеткости, порож-
даемой временем. Таким образом, теперь в эвентологии насчитывается три ос-
новных вида нечеткости: нечеткость событий, порождаемая разумом, нечет-
кость разума, порождаемая событиями, и нечеткость того и другого, порож-
даемая временем. Скорее всего, в конце концов придется говорить о нечеткости
событий и нечеткости разума, которые порождаются произвольным множе-
ством имен.



Глава 17
ЭВЕНТОЛОГИЧЕСКАЯ
ТЕОРИЯ ИГР

Предлагается эвентологический вариант теории игр, поз-
воляющий одновременно решать задачи принятия решений в
сложных системах событий и задачи коалиционного дележа в
эвентологической игре множества лиц.

17.1 Введение

Эвентологические теоретико-игровые методы анализа множеств со-
бытий развиваются для построения и обобщения математических
моделей принятия оптимальных решений в условиях конфликта. Ха-
рактерной особенностью рассматриваемых систем является то, что
они зачастую трудно поддаются формализации. Практический ин-
терес к изучению этой важной задачи обусловлен потенциальными
возможностями наиболее полно объяснить структуру зависимостей
и взаимодействий событий. В большинстве случаев участники слож-
ных систем играют несколько ролей одновременно, причем данные
роли между собой взаимодействуют. На данный момент существует
ограниченное количество игровых математических моделей, описы-
вающих игру N лиц, в которой игроки участвуют в конфликте двух
сторон и при этом влияют на действия каждого участника конфлик-
та.

В теории игр N лиц основной задачей является задача дележа
выигрыша коалиции игроков между ее участниками. Основополож-
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никами теории игр фон Нейманом1 и Моргенштерном2 сформулиро-
вано определение дележа [194]. В теории коалиционных игр наибо-
лее известны три вида дележа: функция Шепли3, индекс Банзафа4
и формула Вилкаса5, причем первые два являются частным случа-
ем формулы Вилкаса. Однако в самой формуле Вилкаса неясно, из
каких условий выбирать для каждого игрока распределения, управ-
ляющие участием игрока в коалиционной игре.

Основная идея состоит в применении теории множеств событий —
эвентологии — для построения эвентологических теоретико-игровых
моделей принятия решений в условиях конфликта и для решения
задачи дележа на основе его классического определения. Таким об-
разом, объектом исследования являются множества событий и их
эвентологические распределения, а методы построения зависимостей
и взаимодействий событий представляют собой предмет исследова-
ния. Целью является развитие эвентологических теоретико-игровых
методов анализа множеств событий, позволяющих одновременно ре-
шать задачи принятия решений в сложных системах событий и за-
дачу коалиционного дележа в игре множества лиц.

1фон Нейман, Джон; Нейман, Янош Лайош (нем. von Neumann, John; венг.
Neumann, Janos Lajos, 1903–1957) — выдающийся венгро-немецкий математик
и физик. Сделал важный вклад в квантовую физику, функциональный анализ,
теорию множеств, информатику, экономику и другие отрасли науки. Наиболее
известен как основоположник современной архитектуры компьютеров (архитек-
тура фон Неймана), применением теории операторов к квантовой механике (ал-
гебра фон Неймана), а также как участник Манхэттенского атомного проекта и
как создатель теории игр и концепции клеточных автоматов.

2Моргенштерн, Оскар (нем. Morgenstern, Oskar, 1902–1977) — американский
экономист немецкого происхождения, один из создателей теории игр (вместе с
фон Нейманом).

3Шепли, Ллойд Стауэлл (Shapley, Lloyd Stowell, 1923) — американский эко-
номист. Основные работы по теории игр и ее экономическим приложениям. Наи-
более известен функцией Шепли, определяющей дележ выигрыша игры коали-
ций между участниками коалиции.

4Банзаф Дж. Ф. III (Banzhaf, John F. III) — известный американский юрист,
ученый и изобретатель. Предложил новую математическую технику — «индекс
Банзафа» — для определения вероятности изменения результата голосования
в сложной ситуации, когда каждый избиратель или акционер имеет различное
число голосов.

5Вилкас Э.Й. (Vilkas E.J.) — латвийский математик и экономист. Основные
работы по теории игр. Предложил формулу Вилкаса для определения дележа
выигрыша игры коалиций, обобщающую функцию Шепли и индекс Банзафа.



Глава 17. Эвентологическая теория игр 381

17.2 Некоторые определения

Ниже кратко приведены необходимые сведения из теории множеств
событий и теории игр, дана постановка задачи разработки эвен-
тологических теоретико–игровых методов анализа множеств собы-
тий, позволяющих решать задачи принятия решений в условиях кон-
фликта в сложных системах и задачу коалиционного дележа в игре
множества лиц.

Случайным множеством событий под X называется измеримое
отображение

K : (Ω,F,P) →
(
2X, 22X

)
,

где X ⊆ F – выделенное конечное множество событий (состоящее из
N = |X| событий), 2X – множество всех подмножеств X.

Распределением вероятностей (эвентологическим распределени-
ем) случайного множества событий K называется набор из 2N ве-
роятностей p(E) = P (K = E), E ∈ 2X. Пусть X = {x1, . . . , xN} —
конечное множество игроков. Множество X неупорядочено, а индекс
введен, только чтобы различать игроков. Коалицией игроков назы-
вается любое подмножество E ⊆ X. Функция множеств:

v : 2X → R,

такая, что v(∅) = 06, называется характеристической функцией.
Данная функция определяет выигрыш или ценность v(E) любой ко-
алиции игроков E ⊆ X.

Рассмотрим игру, которая состоит в образовании и необразовании
игроками коалиций. Будем считать, что на 2X задана характеристи-
ческая функция игры v. После игры встает вопрос дележа выигры-
ша коалиции между игроками. Данной проблемой занимались такие
классики теории игр, как Нейман, Моргенштерн, Шепли, Банзаф,
Вилкас. Ими было введено следующее определение дележа7.

Определение 1. Дележом (для игры N лиц с характеристи-
ческой функцией v) называется вектор ϕ = (ϕx1 , . . . , ϕxN ), который

6Данное условие принято для удобства вычислений.
7Приведенные ниже формулы для функции дележа Шепли, индекса Банзафа

и значения игры Вилкаса мы приводим уже в эвентологической записи, которая
отличается от авторских вариантов, что существенно упрощает сравнение всех
трех функций дележа.
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удовлетворяет условиям:

N∑

i=1

ϕxi
= v(X), (1)

ϕxi
≥ v(xi), i = 1, ..., N. (2)

1) Шепли определяет функцию дележа – функцию Шепли – ак-
сиоматически. Носителем игры v называется множество X, для ко-
торого выполнено условие v(E) = v(X ∩ E), E ⊆ X.

A1. О носителе игры. Если X — любой носитель игры, то
∑

xi∈X

ϕxi [v] = v(X).

A2. Линейность. Для любых игр u, v ϕ[u + v] = ϕ[u] + ϕ[v].

Теорема (о функции Шепли). Существует единственная функ-
ция ϕ[v], определенная для всех игр и удовлетворяющая аксиомам
A1 и A2

ϕx[v] =
∑

E⊆{x}c

1

NC
|E|
N−1

(
v(E ∪ {x})− v(E)

)
, x ∈ X.

2) Индекс Банзафа задается формулой

ϕx[v] =
∑

E⊆{x}c

1
2N−1

(
v(E ∪ {x})− v(E)

)
, x ∈ X.

3) Вилкас определяет вероятностное значение игры

ϕx[v] =
∑

E⊆{x}c

πx(E)
(
v(E ∪ {x})− v(E)

)
, x ∈ X,

обобщающее функцию Шепли и индекс Банзафа.
Постановка задачи. Ставится задача разработки эвентологических

теоретико–игровых методов анализа множеств событий, позволяю-
щих решать задачи принятия решений в сложных системах и задачу
коалиционного дележа в игре N лиц.
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Предполагается, что система — это конечное множество собы-
тий. Рассматривается конфликт двух множеств событий. Необходи-
мо эвентологически обосновать и применить методы теории игр для
двух игроков к игре двух коалиций событий, а также исследовать
возможность использования решений этой игры в решении эвенто-
логической задачи дележа теории игр.

В теории кооперативных игр обычно считается, что изначаль-
но задана характеристическая функция игры и необходимо решить
задачу дележа выигрыша между игроками, вступающими в коали-
ции. Рассуждения о дележе в большинстве случаев проводились с
точки зрения отдельного игрока: каким образом он участвует в об-
разовании коалиций. Определение дележа Неймана-Моргенштерна
конкретизировало свойства функций, с помощью которых опреде-
лялся средний выигрыш отдельного игрока от его участия в образо-
вании и необразовании коалиций. Поэтому необходимо определить
игру случайной коалиции событий, где событие заключается в обра-
зовании игроками коалиций, и решить задачу распределения выиг-
рыша случайной коалиции событий между игроками коалиции, на
основе классического определения дележа теории игр (дележа по
Нейману–Моргенштерну).

17.3 Теоретико-игровые методы анализа
случайных множеств событий

Разрабатываются теоретико-игровые методы анализа случайных мно-
жеств событий; решается задача распределения выигрыша случай-
ной коалиции событий между ее участниками.

Случайные коалиции событий как псевдоигроки и игровые модели
их поведения. Введем следующее определение.

Определение 2. Случайной коалицией событий K называется
случайное конечное множество событий K под X, где X — конечное
множество игроков.

Рассмотрим конечное множество игроков X = {xi, i = 1, . . . , n},
принимающих решение, на примере коллектива музыкантов. Музы-
канты имеют возможность выступать в ресторане и в метро, при-
чем в любом составе. Таким образом, в ресторане может выступать
любое множество музыкантов X ∈ 2X, а в метро может выступать
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любое множество музыкантов Y ∈ 2X. Если в ресторане выступа-
ет множество музыкантов X, то это означает, что произошло собы-
тие: «множество музыкантов X приняло решение играть в ресто-
ране». Аналогично, если в метро выступает множество музыкантов
Y , то это означает, что произошло событие:«множество музыкантов
Y приняло решение играть в метро». Поскольку X — произвольное
подмножество множества X и может принимать любое значение из
2X, то выступление музыкантов в ресторане можно описать случай-
ной коалицией событий K1, заданной под X. С помощью случайной
коалиции событий K2, заданной под X, будем описывать выступле-
ние музыкантов в метро. Каждый игрок – музыкант может прини-
мать участие как в коалиции K1, так и коалиции K2. В результате
у каждого игрока имеется 4 исхода (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 0). Напри-
мер, исход (0, 1) означает, что игрок играет в метро и не играет в
ресторане. После того как каждый игрок выбрал одну из четырех
альтернатив, получаем, что случайная коалиция K1 приняла значе-
ние X, а случайная коалиция K2 приняла значение Y .

Определение 3. Псевдоигроком называется субъект, который не
может самостоятельно принимать решения (выбирать свои страте-
гии), за него это делают игроки, принимающие решение.

Исходя из определения, случайные коалиции K1 и K2 являются
псевдоигроками, а множество 2X является множеством чистых стра-
тегий каждого из псевдоигроков.

Определение 4. Игрой двух случайных коалиций K1 и K2 собы-
тий будем называть следующий набор (K1,K2, 2X,g1,g2), где g1, g2

— функции полезности (выигрыша) коалиций K1 и K2 соответствен-
но.

Рассматриваемые функции множеств заданы на декартовом про-
изведении 2X × 2X и представлены в виде матриц.

Определение 5. Смешанной стратегией псевдоигрока K1 (K2)
назовем распределение p(X) = P(K1 = X) (q(X) = P(K2 = X)),
X ⊆ X.

Независимое поведение псевдоигроков. Предположим, что при вы-
боре альтернативы каждый игрок xi принимает решение о выступ-
лении в метро независимо от того, какое решение он принял относи-
тельно ресторана. Таким образом, псевдоигроки ведут себя незави-
симо.

Определение 6. Ситуацией равновесия называется пара рас-
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пределений (смешанных стратегий псевдоигроков K1 и K2) (p∗, q∗),
если выполнены условия
для любого p = {p(X), X ∈ 2X},

∑

X∈2X

∑

Y ∈2X

g1(X,Y )p∗(X)q∗(Y ) ≥
∑

X∈2X

∑

Y ∈2X

g1(X, Y )p(X)q∗(Y ), (3)

для любого q = {q(Y ), Y ∈ 2X}
∑

X∈2X

∑

Y ∈2X

g2(X,Y )p∗(X)q∗(Y ) ≥
∑

X∈2X

∑

Y ∈2X

g2(X, Y )p∗(X)q(Y ). (4)

Рассматриваемая ситуация равновесия носит название равновесие
по Нэшу8. Далее сформулирована и доказана теорема о существова-
нии ситуации равновесия в смешанных стратегиях для рассмотрен-
ной игры двух случайных коалиций событий.

Теорема 1. Для любой игры (K1,K2, 2X, g1, g2) существуют та-
кие случайные коалиции K1 и K2 с распределениями

p∗K1
=

{
pK1(E) : E ∈ 2X

}
, q∗K2

=
{
qK2(E) : E ∈ 2X

}
, (5)

что выполняются соотношения (3) и (4).
Нахождение ситуаций равновесия (p∗, q∗) осуществляется с по-

мощью алгоритма Лемке – Хоусона.
Совместное поведение псевдоигроков. Предположим, что при вы-

боре альтернативы каждый игрок xi принимает решение о выступле-
нии в метро в зависимости от того, какое решение он принял относи-
тельно ресторана. Таким образом, псевдоигроки ведут себя зависи-
мо. Следовательно, необходимо вести речь о совместном поведении
псевдоигроков (хотя независимое поведение является частным слу-
чаем совместного).

Определение 7. Говорят, что p∗(X,Y ) = P(K1 = X,K2 = Y )
есть равновесие в совместных смешанных стратегиях, если вы-
полнены следующие неравенства: для любых X, E ∈ 2X = SK1∑

Y ∈2X

g1(X, Y )p∗(X, Y ) ≥
∑

Y ∈2X

g1(E, Y )p∗(X, Y ), (6)

8Нэш, Джон Форбс, младший (англ. Nash, John Forbes, Jr., 1928) — выдаю-
щийся американский математик и экономист. Основные труды в области теории
игр и дифференциальной геометрии. Наиболее известен определением «равно-
весия по Нэшу». Лауреат Нобелевской премии по экономике (1994) «за анализ
равновесия в теории некоалиционных игр».
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для любых Y,E ∈ 2X = SK2

∑

X∈2X

g2(X, Y )p∗(X, Y ) ≥
∑

X∈2X

g2(X, E)p∗(X, Y ). (7)

Один из наиболее простых путей получения преимуществ от кор-
реляции индивидуальных стратегий состоит в том, чтобы найти все
ситуации равновесия в случае независимого поведения псевдоигро-
ков и брать их выпуклые комбинации.

Случайные коалиции событий как игроки и игровые модели их по-
ведения. Рассмотрим конечное множество товаров X = {xi, i =
1, . . . , n}, имеющихся на рынке. На этом же рынке будем следить в
течение некоторого периода времени за продажами одного магази-
на. В различные моменты времени магазин может предлагать для
продажи различные подмножества товаров X ⊆ X, тем не менее,
в каждый момент времени мы можем указать множество товаров,
выставленных на продажу. Таким образом, предложение магазина
будем описывать случайной коалицией событий K1, где выражение
K1 = X означает, что произошло событие: «магазин предложил для
продажи множество товаров X». Назовем случайную коалицию со-
бытий K1 случайным продавцом. Вторым интересующим нас объек-
том будет покупатель, который делает покупки в рассматриваемом
нами магазине. Будем наблюдать за ним в течение того же перио-
да времени. Причем каждый раз при походе в магазин покупатель
может желать купить любое подмножество товаров Y ⊆ X, но в
каждый момент времени мы можем указать множество товаров, ко-
торое хочет купить покупатель. Следовательно, желание покупателя
будем описывать случайной коалицией событий K2, где выражение
K2 = Y означает, что произошло событие: «покупатель пожелал ку-
пить множество товаров Y». Назовем случайную коалицию событий
K2 случайным покупателем. Случайные продавец и покупатель яв-
ляются игроками, которые сами могут выбирать любую свою чистую
стратегию, то есть любое подмножество из 2X.

Исходя из определения 3, любой товар xi из X является псевдоиг-
роком, а множество пар (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 0) является множеством
чистых стратегий каждого из псевдоигроков. Например, пара (1,1)
для товара xi означает, что этот товар предложен случайным про-
давцом для продажи и случайный покупатель пожелал его купить.
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После того как случайный продавец и случайный покупатель
выбрали свои чистые стратегии X и Y соответственно, у каждо-
го из псевдоигроков xi однозначно определяется чистая стратегия
(1xi

(X),1xi
(Y )), где

1xi
(Y ) =

{
1, если xi ∈ Y ;
0, иначе.

Для определения игры двух случайных коалиций событий необ-
ходимо задать следующий набор (K1,K2, 2X,g1,g2), где g1, g2 –
функции полезности (выигрыша) коалиций K1 и K2 соответственно.
Рассматриваемые функции множеств заданы на декартовом произ-
ведении 2X × 2X и представлены в виде матриц.

Для задания игры также необходимо указать критерий опти-
мального поведения игроков. В главе рассмотрим три критерия: рав-
новесие по Нэшу, равновесие в оптимальных смешанных стратегиях
и критерий максимина.

Независимое поведение игроков. Предположим, что при выборе
альтернативы игрок K1 принимает решение о продаже множества
товаров X независимо от желания игрока K2. Таким образом, игроки
ведут себя независимо.

Равновесие по Нэшу. В рассматриваемом случае под ситуацией
равновесия будем понимать равновесие по Нэшу, то есть пару рас-
пределений (смешанных стратегий игроков K1 и K2) (p∗, q∗), если
выполнены условия (3) и (4). Для рассматриваемой ситуации спра-
ведлива теорема 1.

После того как игроки определили свои оптимальные стратегии,
для каждого псевдоигрока – товара xi можно также определить оп-
тимальные стратегии по формулам

p̃xi(1, 1) =
∑

X3xi

∑

Y 3xi

p∗(X)q∗(Y ), p̃xi(0, 1) =
∑

X 63xi

∑

Y 3xi

p∗(X)q∗(Y ),

p̃xi(0, 0) =
∑

X 63xi

∑

Y 63xi

p∗(X)q∗(Y ), p̃xi(1, 0) =
∑

X3xi

∑

Y 63xi

p∗(X)q∗(Y ).

Максиминные случайные коалиции событий. Рассмотрим еще один
пример независимого поведения случайных коалиций. Предположим,
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что матрицы связаны соотношением для любой ситуации (X, Y ) ∈
2X × 2X

g1(X,Y ) + g2(X,Y ) ≡ 0.

Тогда функция выигрыша случайной коалиции K2 отличается от
g1 только знаком, поэтому для задания игры достаточно знать толь-
ко, например, g1. Далее индекс будем опускать и обозначим g1 = g.

Определение 8. (Игра двух случайных коалиций с нулевой сум-
мой). Игрой двух случайных коалиций с нулевой суммой называется
набор объектов

(K1,K2, 2X,g
)
, состоящий из двух случайных коали-

ций K1 и K2, матрицы игры g и множеств чистых стратегий 2X.
Для рассматриваемой игры справедлива
Теорема 2. (О максимине для игры двух случайных коалиций

с нулевой суммой). Для любой игры (K1, g,K2) существуют такие
случайные коалиции K1 и K2 с распределениями

p =
{
p(X) : X ∈ 2X

}
, q =

{
q(Y ) : Y ∈ 2X

}
, (8)

что
max
K1

min
K2

Eg(K1,K2) = min
K2

max
K1

Eg(K1,K2),

где
Eg(K1,K2) =

∑

X∈2X

∑

Y ∈2X

g(X, Y )p(X)q(Y )

— математическое ожидание выигрыша первой случайной коали-
ции.

Иными словами, это математическое ожидание случайной вели-
чины g(K1,K2), значениями которой служат соответствующие эле-
менты g(X,Y ) матрицы g с вероятностями

p(X)q(Y ) = P(K1 = X)P(K2 = Y ), (X,Y ) ∈ 2X × 2X.

В результате, в силу теоремы о максимине для игры двух случай-
ных коалиций с нулевой суммой, существуют оптимальные случай-
ные коалиции K1 и K2, обеспечивающие оптимальную игру, любое
отклонение от которой приводит к потерям в выигрыше той коали-
ции, которая ведет себя неоптимальным образом.
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Совместное поведение игроков. Предположим, что оптимальное
поведение игроков K1 и K2 есть равновесие в совместных смешан-
ных стратегиях p∗(X, Y ) = P(K1 = X,K2 = Y ), то есть выполнены
неравенства (6) и (7).

В качестве оптимальных стратегий можно рассматривать линей-
ные комбинации эвентологических распределений, найденных с по-
мощью алгоритма Лемке – Хоусона.

После того как игроки определили свои оптимальные стратегии,
для каждого псевдоигрока – товара xi можно также определить оп-
тимальные стратегии по формулам

p̃xi(1, 1) =
∑

X3xi

∑

Y 3xi

p∗(X, Y ), p̃xi(0, 1) =
∑

X 63xi

∑

Y 3xi

p∗(X,Y ),

p̃xi(0, 0) =
∑

X 63xi

∑

Y 63xi

p∗(X, Y ), p̃xi(1, 0) =
∑

X3xi

∑

Y 63xi

p∗(X,Y ).

Рассмотренные методы позволяют находить два оптимальных, в
смысле рассматриваемых критериев, эвентологических распределе-
ния. Таким образом, появилась возможность использовать результа-
ты игры двух случайных коалиций в задаче дележа.

Распределение выигрыша между игроками случайной коалиции K.
Пусть под множеством игроков X задана случайная коалиция со-
бытий. Под событием понимается образование коалиции E ⊆ X, а
следовательно и ее дополнения Ec = X \ E.

Определение 9. Проекцией случайной коалиции K на игрока x
называется случайная коалиция игроков (событий) K(x), заданная

под X \ {x}, с распределением px =
(

px(E) = P (K(x) = E), E ⊆

{x}c

)
, причем px(E) = p(E) + p(E ∪ {x}).

Теперь средний выигрыш игрока x ∈ X будем вычислять по фор-
муле Вилкаса, только будем полагать, что πx(E) = px(E) = p(E) +
p(E ∪ {x}), и называть случайно-множественным значением игры
для игрока x

ϕx[v] =
∑

E⊆{x}c

(
p(E) + p(E ∪ {x})

)
·
(
v(E ∪ {x})− v(E)

)
. (9)
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Если в кооперативной игре задана характеристическая функция,
то в качестве эвентологического распределения для случайной коа-
лиции событий можно брать решения игр двух случайных коалиций
событий, поскольку они представляют собой оптимальные эвенто-
логические распределения. Причем каждый игрок x получает вы-
игрыш от участия на стороне как первой, так и второй случайных
коалиций. Будем говорить, что распределение случайной коалиции
событий удовлетворяет условию дележа (1), если справедлива сле-
дующая

Теорема 3. Для того чтобы распределение случайной коали-
ции событий K, заданной под множеством игроков X, в игре с
характеристической функцией v(E), E ⊆ X, удовлетворяло усло-
вию

∑N
i=1 ϕxi = v(X), где ϕxi рассчитываются по формуле ϕx[v] =∑

E⊆{x}c

(
p(E) + p(E ∪ {x})

)
·
(
v(E ∪ {x}) − v(E)

)
, необходимо и

достаточно, чтобы выполнялись соотношения:
для любого фиксированного множества X ⊂ X, 1 ≤ |X| = m <

N :
(2m−N) · p(X) +

∑

E⊂X,

|E|=m−1

p(E)−
∑

E⊃X,

|E|=m+1

p(E) = 0,

а если X = X, то
∑

E⊂X,

|E|=N−1

p(E) + N · p(X) = 1.

Следствие 1. Если распределение случайной коалиции событий
удовлетворяет теореме 3, то верно следующее равенство

(2m−N) ·
∑

E⊂X,

|E|=m

p(E) + (N −m + 1) ·
∑

E⊂X,

|E|=m−1

p(E) − (10)

− (m + 1) ·
∑

E⊆X,

|E|=m+1

p(E) = 0.
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Следствие 1 показывает, как связана вероятность трех последова-
тельных слоев m− 1, m и m + 1 распределения случайной коалиции
событий K, если распределение K принадлежит классу распределе-
ний, для которого выполнены условия теоремы 3.

Следствие 2. Если распределение случайной коалиции событий
K удовлетворяет теореме 3, то выполняется следующее равенство

m
∑

E⊆X,

|E|=m

p(E) + (N −m + 1)
∑

E⊂X,

|E|=m−1

p(E) = 1.

Следствие 2 показывает, как связана вероятность двух последова-
тельных слоев m и m + 1 распределения случайной коалиции собы-
тий K, если распределение K принадлежит классу распределений,
для которого выполнены условия теоремы 3.

Классы случайных коалиций событий для функции Шепли и индек-
са Банзафа. Класс распределений случайной коалиции K, проекции
которых на каждого игрока x ∈ X совпадают с распределением в
функции Шепли, строится по следующему алгоритму:
1) Необходимо выбрать значения p0 = p(∅), исходя из условий:

a) Если N = 4 ∗ l, l = 1, 2, ...., то выполняется неравенство
N
2 −2∑

k=0

(−1)k · 1

N · C
N
2 −2−k

N−1

≥ p0 ≥
N
2 −1∑

k=0

(−1)k+1 · 1

N · C
N
2 −1−k

N−1

;

b) Если N = 4 ∗ l − 1, l = 1, 2, ...., то выполняется неравенство
N+1

2 −2∑

k=0

(−1)k· 1

N · C
N+1

2 −2−k

N−1

≥ p0 ≥
N+1

2 −1∑

k=0

(−1)k+1· 1

N · C
N+1

2 −1−k

N−1

;

c) Если N = 4 ∗ l − 2, l = 2, 3, ...., то выполняется неравенство
N
2 −2∑

k=0

(−1)k+1 · 1

N · C
N
2 −2−k

N−1

≤ p0 ≤
N
2 −1∑

k=0

(−1)k · 1

N · C
N
2 −1−k

N−1

;
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d) Если N = 4 ∗ l − 3, l = 2, 3, ...., то выполняется неравенство
N+1

2 −2∑

k=0

(−1)k+1· 1

N · C
N+1

2 −2−k

N−1

≤ p0 ≤
N+1

2 −1∑

k=0

(−1)k· 1

N · C
N+1

2 −1−k

N−1

.

2) Вероятности значения p(E), E ⊆ X вычисляются по следующей
формуле

p(E) =
m−1∑

k=0

(−1)k · 1
N · Cm−1−k

N−1

+ (−1)mp0, E ⊆ X, E 6= ∅.

Замечания. При N = 1 тривиальный случай 1 ≥ p0 ≥ 0. При
N = 2 получаем 1

2 ≥ p0 ≥ 0. Понятно, что в силу того, что в функции
Шепли выполнены соотношения

1
N · C0

N−1

=
1

N · CN−1
N−1

=⇒ p(∅) + p(x) = p(∅c) + p(xc), ∀x ∈ X,

1

N · C |E|N−1

=
1

N · CN−1−|E|
N−1

=⇒

=⇒ p(E)+p(E∪{x}) = p(Ec)+p(
{

E∪{x}
}c

), ∀x ∈ X, E ⊆ X\{x},
в качестве свободной переменной вместо p(∅) можно рассматривать
p(∅c) = p(X) и алгоритм построения распределения случайной коали-
ции K, чьи проекции на каждого игрока совпадают с распределением
в функции Шепли, останется прежним.

Индекс Банзафа. Класс распределений случайной коалиции собы-
тий, проекции которого на каждого игрока K(x) имеют равномерное
распределение

p(E) =
{

p(∅), |E| – четная;
1

2N−1 − p(∅), |E| – нечетная.

0 ≤ p(∅) ≤ 1
2N−1

.

Показано, что данный класс распределений при N > 2 не удовлетво-
ряет необходимому и достаточному условию дележа по Нейману –
Моргенштерну и, следовательно, не является дележом в смысле его
классического определения.
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17.4 Применение эвентологической теории игр

Рассматривается и анализируется применение разработанных в гла-
ве методов построения статистических зависимостей случайных со-
бытий в статистических системах потребительского выбора, а также
предлагаются рекомендации по использованию разработанных в гла-
ве методов по распределению ресурса между элементами статисти-
ческой системы. Результаты апробированы на реальной статистике
двух фирм производителей мебели.

Рассмотрим рынок мебели. На этом рынке имеются N наимено-
ваний товаров X. Предположим, что на нем работают две фирмы,
которые могут производить любые подмножества наименований то-
варов. Перед каждой фирмой стоит задача сформировать товарную
политику, другими словами — определить ассортимент выпускаемой
продукции. Рассмотрим эвентологическую игровую модель для ре-
шения поставленной задачи.

Предложение каждой фирмы будем описывать случайной коа-
лицией событий Ki, i := 1, 2, где выражение Ki = X означает,
что произошло событие: «i -ая фирма-производитель выпустила для
продажи множество наименований товаров X». Назовем случайную
коалицию событий Ki i - ым случайным производителем. Случай-
ные производители в рассматриваемой модели являются игроками,
которые сами могут выбирать любую свою чистую стратегию, то
есть любое подмножество из 2X.

Рассматриваются три модели оптимального поведения игроков:

• антагонистическая (некооперативное поведение);

• равновесие по Нэшу (кооперативное поведение на основе необя-
зательных соглашений);

• равновесие в совместных смешанных стратегиях (кооператив-
ное поведение).

Антагонистическая эвентологическая модель поиска товарной полити-
ки для фирмы. Предположим, что при выборе альтернативы игрок
K1 принимает решение о производстве множества наименований то-
варов X независимо от того, какое множество наименований това-
ров решил производить игрок K2, а функции выигрыша игроков
g1, g2 для любой пары X × Y ∈ 2X × 2X связаны соотношением
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g1(X, Y ) + g2(X,Y ) = 0. Критерием оптимального поведения явля-
ется максимин.

Согласно теореме о максимине для игры двух случайных коали-
ций в смешанных стратегиях всегда существует ситуация равнове-
сия. Ситуаций равновесия в данном случае может быть несколько,
но выигрыши игроков одинаковы в любой из этих ситуаций.

Функцию игры будем формировать на основе трехмерной мат-
рицы БКГ. Поэтому для каждого подмножества наименований то-
варов X ⊆ X необходимо получить значения экспертных оценок
Ri

1X , Ri
2X , Ri

3X , i = 1, 2 Это можно вычислить, например, как

• среднее арифметическое; Ri
kX =

∑
x∈X

Ri
kx

|X| , i = 1, 2, k =
1, 2, 3;

• максимальное значение Ri
kX = max{Ri

kx, x ∈ X}, i = 1, 2, k =
1, 2, 3;

• минимальное значение Ri
kX = min{Ri

kx, x ∈ X}, i = 1, 2, k =
1, 2, 3.

Из всех рассматриваемых маркетинговых стратегий метода БКГ
наилучшей является стратегия №1, поэтому одна из возможных фор-
мул для задания функции выигрыша имеет вид

g(X, Y ) = αX · |
−→
R1

X −
−→
R2

Y | · βY · sign(cos(
−→
R1

X −
−→
R2

Y ; (1, 1, 1))), (11)

где αX , βY – коэффициенты, которые могут иметь смысл, напри-
мер, прибыли от производства множества наименований товаров X
для одного случайного производителя и множества наименований
товаров Y для другого случайного производителя.

|
−→
R1

X −
−→
R2

Y | =
√

(R1
1X −R2

1Y )2 + (R1
2X −R2

2Y )2 + (R1
3X −R2

3Y )2,

sign(cos(
−→
R1

X −−→R2
Y ; (1, 1, 1))) – знак косинуса угла между векторами−→

R1
X −−→R2

Y и (1, 1, 1).
Нахождение ситуаций равновесия можно выполнить с помощью

алгоритма фиктивного разыгрывания. Полученные оптимальные в
смысле максимина стратегии p∗(X), X ⊆ X и q∗(Y ), Y ⊆ X явля-
ются искомыми товарными политиками для одного случайного про-
изводителя и для другого соответственно.
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Эвентологическая модель поиска товарной политики для фирмы на
основе кооперативного поведения игроков с необязательными соглаше-
ниями. Предположим, что, как и в случае максимина при выборе
альтернативы, игрок K1 принимает решение о производстве множе-
ства наименований товаров X независимо от того, какое множество
наименований товаров решил производить игрок K2.

В рассматриваемом случае оптимальным критерием будем счи-
тать равновесие по Нэшу. Ситуация равновесия по Нэшу в смешан-
ных стратегиях существует, согласно теореме о существовании ситу-
ации равновесия по Нэшу в смешанных стратегиях для игры двух
случайных коалиции событий. Однако, если ситуаций равновесия
несколько, то, в отличие от максимина, в каждой ситуации выигры-
ши игроков различны, поэтому им необходимо каким-либо образом
выбрать ситуацию равновесия, которой они должны придерживать-
ся.

Теперь зададим функции выигрышей для случайных производи-
телей следующим образом:

g1(X, Y ) =
(
|
−−−→
R1

X\Y |+ |
−−−−→
R1

X∩Y −
−−−−→
R2

X∩Y |×

×sign(cos(
−−−−→
R1

X∩Y −
−−−−→
R2

X∩Y ; (1, 1, 1)))
)
· αX , (12)

g2(X, Y ) =
(
|
−−−→
R2

Y \X |+ |
−−−−→
R2

Y ∩X −
−−−−→
R1

Y ∩X |×

×sign(cos(
−−−−→
R2

Y ∩X −
−−−−→
R1

Y ∩X ; (1, 1, 1)))
)
· βY . (13)

Нахождение ситуаций равновесия осуществляется методом Лемке-
Хоусона. Полученные оптимальные в смысле равновесия по Нэшу
стратегии p∗(X), X ⊆ X и q∗(Y ), Y ⊆ X являются искомыми то-
варными политиками для одного случайного производителя и для
другого соответственно.

Эвентологическая модель поиска товарной политики для фирмы на
основе кооперативного поведения игроков. Предположим, что опти-
мальное поведение игроков K1 и K2 есть равновесие в совместных
смешанных стратегиях p∗(X, Y ) = P(K1 = X,K2 = Y ). Функции
выигрыша игроков можно задать по формулам (12) и (13). Най-
ти оптимальные товарные политики можно с помощью алгоритма
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p(общее) = 0.02; q(общее) = 0.33;
p(игры) = 0.62; q(общее, отдых) = 0.67.
p(общее, спорт) = 0.36;
g1 = −461, 8; g2 = 461, 8;

Рис. 17.1. Антагонистическая модель (максимум). Эта игра выгоднее для второго
случайного производителя.

Лемке–Хоусона вычислив все ситуации равновесия по Нэшу. Мно-
жество линейных комбинаций этих ситуаций равновесия и будет ре-
шением данной задачи.

Применение эвентологической игровой модели для формирования
товарной политики. Рассмотрим предложенные модели для формиро-
вания товарной политики двух фирм производителей мебели. Име-
ется статистика в виде двух таблиц экспертных оценок для 19 на-
именований товаров рынка производителей мебели. Одна таблица
содержит экспертные оценки для одной фирмы-производителя, дру-
гая таблица — для второй фирмы производителя. Поскольку 219 —
достаточно большое число, то предлагается множество наименова-
ний товаров сначала поделить на четыре группы по типу производ-
ства. Таким образом выделено конечное множество групп наимено-
ваний X = {x1, x2, x3, x4}, где x1 — мебель общего назначения, x2 —
мебель для игр, x3 — мебель для спорта, x4 — мебель для отдыха. На
рисунке 17.1 приведены оптимальные товарные политики для фирм.

17.5 Заключение

Решена задача разработки эвентологических теоретико-игровых ме-
тодов анализа случайных множеств событий, позволяющих одновре-
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менно решать задачи принятия решений в сложных системах со-
бытий и задачу коалиционного дележа в игре множества лиц. Рас-
смотрены системы событий, описывающих конфликт двух случай-
ных множеств событий. Обоснованы и применены методы теории
игр для двух игроков к игре двух случайных коалиций событий. В
результате введено новое понятие в теории игр — псевдоигрок. Вве-
дение понятия псевдоигрока привело к возникновению двухуровне-
вой структуры в игре. Сформулированы и доказаны теоремы о мак-
симине для игры двух случайных коалиций, о существовании рав-
новесия по Нэшу для игры двух случайных коалиций событий. Эти
теоремы утверждают существование оптимальных случайных коа-
лиций в смысле максимина и в смысле равновесия по Нэшу.
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Эпилог





Рассудок оперирует готовым,
разум создает новое.

Мы имели дело с эвентологическими моделями, в которых собы-
тия, вероятности и ценности играют роль параметров. Эти модели
можно применять различными способами. Умение применять эвен-
тологию и эвентологическую интуицию развивается вместе с разви-
тием эвентологической теории. Этот путь давно известен и в других
математических дисциплинах и неплохо себя зарекомендовал. По-
ка не предложено другого пути, который смог бы в немалой мере
оказаться приемлемым и для растущей теории, называемой эвенто-
логией, и для ее приложений.

Можно сожалеть, что интуитивные понятия события, вероятно-
сти и ценности недостаточны для научной теории, но это временное
явление. Если бы удалось эвентологически обосновать более широ-
кий круг фактов, то это говорило бы всего лишь о том, что эвентоло-
гическая интуиция развивается вместе с эвентологической теорией.
Эвентологические приложения требуют свободы для теории, и мы
совершим диктаторскую ошибку, заперев эвентологию в слишком
жесткие рамки.

Не раз приходилось слышать, что эвентология слишком абстракт-
на, чтобы быть полезной. Для опровержения этих мнений, достаточ-
но напомнить неожиданные новые эвентологические применения в
экономикс, появившиеся буквально «на кончике эвентологического
пера», или новые немалые достижения в эвентологической психоло-
гии, которые противоречат наивной интуиции и ведут к пересмотру
устоявшихся взглядов на поведение разумного субъекта. Всё же по-
добный спор бесплоден: осуждать легче. Многие теории, примерам
нет числа, которые сегодня стали реально необходимы, ещё вчера
считались никому не нужными, а теории, которые станут практиче-
ски востребованными завтра, сегодняшние прагматики порицают и
называют пустыми играми.

Эвентология не претендует на роль всеобщего заменителя или
модификатора существующих теорий (теория нечётких множеств,
теория возможностей, теория очевидностей, теория игр, теория пер-
спектив, портфельный анализ и т.д.). Эвентология — всего лишь
математический язык событий, который сначала возник в рамках
теории вероятностей, затем был дополнен оригинальными эвентоло-
гическими методами и сейчас обладает, на наш взгляд, свойством
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событийной универсальности в описании и объяснении окружаю-
щего мира.

За последние годы эвентологическая теория продемонстрировала
свои возможности в решении фундаментальных задач из ряда акту-
альных областей. Не считая эвентологических результатов в теории
нечётких событий (Воробьев, 2004–2006), можно указать также на
пионерские постановку и решение обратной эвентологической задачи
Марковица (Воробьев, Голденок, Клочков, 2003–2005) из портфель-
ного анализа, оригинальное эвентологическое обоснование рыночно-
го креста Маршалла (Воробьев, Е.Голденок, К.Голденок, 2006), эвен-
тологические результаты в математической теории игр (общая фор-
мула дележа, объединяющая известные формулы Шепли, Банзафа
и Вилкаса и через понятие эвентологического распределения свя-
зывающая дележ с классическим решением игры в виде смешанных
стратегий) (Воробьев, Тяглова, 1999–2006), и наконец, эвентологиче-
ские результаты (Воробьев, 2006) в рамках новой теории перспектив
Канемана и Тверского. Таким образом, эвентология мирно сосуще-
ствует с уже известными теориями всего лишь как новая событийно
универсальная точка зрения на признанные достижения, позволяю-
щая чаще всего их эвентологически переосмыслить и увидеть между
ними новые эвентологические аналогии, которые иногда приводят к
неожиданным открытиям.

Автор просит прощения за неприбранность стиля, несогласо-
ванность обозначений, прочие несуразицы, замеченные читатель-
ским глазом, и готов с благодарностью принять все замечания и
любую критику в свой адрес: vorob@akadem.ru.

Красноярск, Академгородок, 28 мая 2007
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Эвентологические обозначения
Eventological notation

Ω —
{
пространство элементарных событий
space of elementary events

ω ∈ Ω —
{
элементарное событие
elementary event

x, y, z ⊆ Ω —

{события, случайные событий
как подмножества Ω
events, random events as subsets of Ω

xc = Ω− x —
{
дополнение события x ⊆ Ω
complement of event x ⊆ Ω

F —
{
алгебра событий
algebra of events

x, y, z ∈ F —





события, случайные события
как элементы алгебры F

events, random events
as elements of algebra F

P —
{
вероятность событий
probability of events

(Ω, F,P) —
{вероятностное пространство
probability space

X ⊆ F —

{конечное множество событий,
выбранных из алгебры F

finite set of events selected from algebra F

X, Y, A, B ⊆ X —
{
подмножества множества событий X
subsets of a set of events X

|X| —





мощность множества событий X,
число событий в X
power of a set of events X,
number of events in X

Xc = X−X —
{
дополнение подмножества событий X ⊆ X
complement of a subset of events X ⊆ X

ter(X) =
⋂

x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc ⊆ Ω —





событие-терраска по пересечению,
порожденное X
event-terrace of intersection,
generated by X
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terX =
⋂

x∈X

x ⊆ Ω —





событие-терраска прямого пересечения,
порожденное X
event-terrace of direct intersection,
generated by X

terX =
⋂

x∈Xc

xc ⊆ Ω —





событие-терраска дополнительного пе-
ресечения, порожденное X
event-terrace of complement intersection,
generated by X

Ter(X) =
⋃

x∈X

x
⋃

x∈Xc

xc ⊆ Ω —





событие-терраска объединения,
порожденное X
event-terrace of union,
generated by X

TerX =
⋃

x∈X

x ⊆ Ω —





событие-терраска прямого объедине-
ния, порожденное X
event-terrace of direct union,
generated X

TerX =
⋃

x∈Xc

xc ⊆ Ω —





событие-терраска дополнительного
объединения, порожденное X
event-terrace of complement union,
generated X

p(X) = P(ter(X)) —
{
вероятность события-терраски ter(X)
probability of event-terrace ter(X)

pX = P(terX) —
{
вероятность события-терраски terX

probability of event-terrace terX

pX = P(terX) —
{
вероятность события-терраски terX

probability of event-terrace terX

u(X) = P(Ter(X)) —
{
вероятность события-терраски Ter(X)
probability of event-terrace Ter(X)

uX = P(TerX) —
{
вероятность события-терраски TerX

probability of event-terrace TerX

uX = P(TerX) —
{
вероятность события-терраски TerX

probability of event-terrace TerX

p(X), X ⊆ X —

{Э-распределение множества со-
бытий X
E-distribution of a set of events X

pX , X ⊆ X —

{Э-распределение множества со-
бытий X
E-distribution of a set of events X
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pX , X ⊆ X —

{Э-распределение множества со-
бытий X
E-distribution of a set of events X

u(X), X ⊆ X —

{Э-распределение множества со-
бытий X
E-distribution of a set of events X

uX , X ⊆ X —

{Э-распределение множества со-
бытий X
E-distribution of a set of events X

uX , X ⊆ X —

{Э-распределение множества со-
бытий X
E-distribution of a set of events X

Kovxy = P(x ∩ y)−P(x)P(y) —





парная ковариация
событий x и y
pairwise covariance
of events x and y

KovX = P

( ⋂
x∈X

x)

)
−

∏
x∈X

P(x) —





арная ковариация множества
событий X ⊆ X
arity covariance of a set of events
X ⊆ X

2X —
{
множество всех подмножеств X
set of all subsets of X

0X =
{

X ∈ 2X : |X| = 0 ( mod 2)
}

—

{множество всех чётных подмно-
жеств X
set of all even subsets of X

1X =
{

X ∈ 2X : |X| = 1 ( mod 2)
}

—

{множество всех нечётных под-
множеств X
set of all odd subsets of X

X, Y, A, B ⊆ X —

{подмножества конечного мно-
жества X
subsets of finite set X

X, Y, A, B ∈ 2X —

{подмножества конечного мно-
жества X
subsets of finite set X

2X =
{

Y ∈ 2X : Y ⊆ X
}

—

{множество всех надмножеств
множества X ⊆ X
set of all supersets of a set X ⊆ X

0X = {Y ∈ 2X : |Y | = 0 (mod 2)} —

{множество всех чётных надмно-
жеств X
set of all even supersets of X
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1X = {Y ∈ 2X : |Y | = 1 (mod 2)} —

{множество всех нечётных надмно-
жеств X
set of all odd supersets of X

Cm
X =

{
X ∈ 2X : |X| = m

}
—





m-слой,
множество m-подмножеств X
m-layer,
set of m-subsets of X

C
[0,m]
X =

{
X ∈ 2X : 0 ≤ |X| ≤ m

}
—





[0, m]-интервал, множество под-
множеств X c мощностью из [0, m]
[0, m]-interval, set of subsets of X
with power from [0, m]

CY
X =

{
Z ∈ 2X : Z ∩X = Y

}
—





множество подмножеств X,
которые Y -фиксированы под X,
set of subsets of X
Y -fixed under X,

K : (Ω, F,P) →
(

2X, 22X
)

—





случайное множество событий из
X, наступающих одновременно с
элементарным событием ω ∈ Ω
random set of events from X
happened with elementary event ω ∈
Ω at the same time

|K| —





мощность случайного множества
событий K, целочисленная слу-
чайная величина из {0, . . . , |X|}
power of random set of events K,
integer-valued random variable from
{0, . . . , |X|}

p(X) = P(K = X) =

= P

( ⋂
x∈X

x
⋂

x∈Xc

xc

)
—





вероятность наступления множе-
ства событий X ⊆ X, или вероят-
ность пересечений множества со-
бытий X ⊆ X,
probability of happening a set of
events X ⊆ X, or probability of
intersection of a set of events X ⊆
X,

pX = P(K ⊆ X) =

= P

( ⋂
x∈Xc

xc

)
—





вероятность включения случайно-
го множества K во множество
событий X, или вероятность до-
полнительных пересечений мно-
жества событий X ⊆ X,
probability of including a random
set of events K to a set of events
X, or probability of complementary
intersections of a set of events X ⊆
X,
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pX = P(X ⊆ K) =

= P

( ⋂
x∈X

x

)
—





вероятность включения множества собы-
тий X в случайное множество K, или
вероятность прямых пересечений множе-
ства событий X
probability of including a set of events X to
a random set of events K, or probability of
direct intersection of a set of events X ⊆ X,

u(X) = 1−P(K = Xc) =

= P

( ⋃
x∈X

x
⋃

x∈Xc

xc

)
—





вероятность объединения множества со-
бытий X ⊆ X,
probability of union of a set of events X ⊆
X,

uX = 1−P(Xc ⊆ K) =

= P

( ⋃
x∈Xc

xc

)
—





вероятность дополнительных объедине-
ний множества событий X ⊆ X,
probability of complementary unions of a set
of events X ⊆ X,

uX = 1−P(K ⊆ Xc) =

= P

( ⋃
x∈X

x

)
—





вероятность прямых объединений множе-
ства событий X ⊆ X,
probability of direct unions of a set of events
X ⊆ X,

p(K) =
{

p(X) : X ∈ 2X
}

—





Э-распределение вероятностей пересече-
ний событий из K,
E-distribution of probability of intersections
of events from K,

pK =
{

pX : X ∈ 2X
}

—





Э-распределение вероятностей дополни-
тельных пересечений событий из K,
E-distribution of probability of
complementary intersections of events
from K,

pK =
{

pX : X ∈ 2X
}

—





Э-распределение вероятностей прямых
пересечений событий из K,
E-distribution of probability of direct
intersections of events from K,

u(K) =
{

u(X) : X ∈ 2X
}

—





Э-распределение вероятностей объедине-
ний событий из K,
E-distribution of probability of unions of
events from K,
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uK =
{

uX : X ∈ 2X
}

—





Э-распределение вероятностей дополни-
тельных объединений событий из K,
E-distribution of probability of
complementary unions of events from
K,

uK =
{

uX : X ∈ 2X
}

—





Э-распределение вероятностей прямых
объединений событий из K,
E-distribution of probability of direct
unions of events from K,

Kc = X \K —





дополнение случайного множества собы-
тий K до X,
complement of a random set of events K
up to X,

fY
X = P (K ∩X = Y ) =

= P
(
K ∈ CY

X

)
—





вероятность Y -фиксации под X ∈ 2X для
K,
probability of Y -fixation under X ∈ 2X for
K,

gY
X = P (Kc ∩X = Y ) =

= P
(
Kc ∈ CY

X

)
—





вероятность Y -фиксации под X ∈ 2X для
Kc,
probability of Y -fixation under X ∈ 2X for
Kc,

pm
X = P

(
K ∈ Cm

X

)
=

= P(|K| = m) —

{вероятность мощности m
probability of power m

p
[0,m]
X = P

(
K ∈ C

[0,m]
X

)
=

= P(0 ≤ |K| ≤ m) —
{
вероятность интервала мощности [0, m],
probability of power interval [0, m],

p(x) = P(K = {x}) —
{
вероятность моноплета событий {x}
probability of monoplet of events {x}

p(xy) = P(K = {x, y}) —
{
вероятность дуплета событий {x, y}
probability of duplet of events {x, y}

p(xyz) = P(K = {x, y, z}) —
{
вероятность триплета событий {x, y, z},
probability of triplet of events {x, y, z},

px = P(x ∈ K) =

= P({x} ⊆ K) = P(x) —





вероятность принадлежности события x
случайному множеству K, вероятность
включения моноплета {x} в K, или ве-
роятность события x
probability of belonging event x to K,
probability of including monoplet {x} to K,
or probability of event x
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pxy = P({x, y} ⊆ K) =

= P(x ∩ y) —





вероятность включения дуплета событий
{x, y} ⊆ X в случайное множество K, или
вероятность парного пересечения x ∩ y
probability of including duplet of events
{x, y} to K, or probability of pairwize
intersection x ∩ y

pxyz = P({x, y, z} ⊆ K) =

= P(x ∩ y ∩ z) —





вероятность включения триплета собы-
тий {x, y, z} ⊆ X в случайное множество
K, или вероятность тройного пересечения
x ∩ y ∩ z
probability of including triplet of events
{x, y, z} to K, or probability of triple
intersection x ∩ y ∩ z

px = P(K ⊆ {x}) —





вероятность включения случайного мно-
жества K в моноплет {x}
probability of including random set K to
monoplet {x}

pxy = P(K ⊆ {x, y}) —





вероятность включения случайного мно-
жества K в дуплет {x, y},
probability of including random set K to
duplet {x, y},

pxyz = P(K ⊆ {x, y, z}) —





вероятность включения случайного мно-
жества K в триплет {x, y, z}
probability of including random set K to
triplet {x, y, z}.
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(M. Schürmann and U. Franz, eds.), Quantum Probability and White Noise
Analysis. — Singapore: World Scientific. — Vol. 18 of QP–PQ. — P. 277–292,
arXiv:quant-ph/0307188.

[146] Goldenok E. and Vorob’ov O. (2002) Random Sets of Events in Nature
and Society. Business Information System. Proceedings of BIS 2002. — Poznan,
Poland: The Poznan University of Economics. — P. 285–296.

[147] Goldenok E. (2003) Statistical Interdependence of Random Events Generates
a Ranging Its Probabilities in Conjoint Analysis. Business Information System.
Proceedings of BIS 2003. — Colorado Springs, USA: The University of Colorado
at Colorado Springs. — P. 103–107.

[148] Goldenok E. and Goldenok K. (2005) On Direct and Inverse Variants
of Eventological Markowitz’ Problem: the Numerical Solution. Proceedings of 2-
nd IASTED Intern. Multi-Conf. ACIT-ACA’2005. — Novosibirsk: Institute of
Computational Technologies. — P. 368–373.

[149] Goldenok E. and Goldenok K. (2005) Direct and inverse eventological
Markowitz’ problems. Proceedings of 11-th Word Congress IFSA-2005. — Beijing:
Tsinghua University Press. — P. 334–339.

[150] Goldenok E. (2005) Peculiarities of Applications of Direct and Inverse
Eventological Markowitz’ Problems. Proceedings of Joint Intern. Conf.
EUSFLAT-LFA’2005. — Barcelona: Universitat Politéctica de Catalunya. —
P. 467–473.

[151] Goldenok E. (2006) Eventological substantiation of market «Marshall’
Cross». Proceedings of 11-th Intern. Conference IPMU’2006. — Paris, Les
Cordeliers: EDK. — P. 2754–2759.

[152] Goodman I. R. (1982) Fuzzy sets as equivalence classes of random sets. In.:
Fuzzy Sets and Possibility Theory (Yager R.R., Ed.), Pergamon Press, Oxford.
— P. 327-342.

[153] Goodman I. R. and Nguyen H. T. (1985) Uncertainty Models for
Knowledge-Based Systems. — North-Holland, Amsterdam.

[154] Gracian B. (1651-1653) Oraculo Manual. El Criticon. — Zaragoza: 1651. —
Huesca: 1653. (перевод: Грасиан Бальтазар (1984) Карманный оракул. Кри-
тикон. — Москва: Наука, 632 с.)

[155] Grenander U. (1981) Regular Structures. Lectures in Pattern Theory. —
Vol.III. — New York: Springer-Verlag (перевод: Гренандер У. (1983) Лекции
по теории образов. 3. Регулярные структуры. — М.: Мир, 432 с.)



Литература 421

[156] DeGroot M. H. (1970) Optimal Statistical Decisions. McGrow-Hill Series in
Probability and Statistics. — New York: McGrow-Hill Company, 1970 (перевод:
де Гроот М. (1974) Оптимальные вероятностное решения. — М.: Мир,
493 с.)

[157] Hadamard J. (1954) An Essay on the Psychology of Invention in the
Mathenmatical Fields. — Princeton: Princeton University Press (перевод: Ж.
Адамар. (1970) Исследование психологии процесса изобретения в области
математики. — М.: Сов. радио).

[158] Hajek A. (2003) Interpretations of Probability. The Stanford
Encyclopedia of Philosophy (Summer 2003 Edition), Edward N.Zalta (ed.)
http://plato.stanford.edu/archives /sum2003/entries/probability-inter
pret.

[159] Hardy G. H. (1940)Mathematician’s Apology. — Cambridge: University Press
(перевод: Г.Г. Харди. (2000) Апология математика.—Ижевск: РХД, 103 с.)

[160] Hartley M., Bakshi G. (1998) Markowitz Models of Portfolio Selection: The
Inverse Problem. Advances in Investment Analysis and Portfolio Management.
— № 7. — P. 55–89.

[161] Heidegger M. (1949) Sein und Zeit.
[162] Hersh H. M., Caramazza A. and Brownell H. H. (1979). Effects of

context on fuzzy membership functions. Advances in Fuzzy Set Theory and
Applications (Gupta M.M., Ragade R.R. and Yager R.R., eds.), North-Holland,
Amsterdam. — P. 389-408.

[163] Hernstein R. J. (1961) Relative and Absolute strength of Response as a
Function of Frequency of Reinforcement. Journal of the Experimental Analysis
of Behavior, 4. — P. 267–272.

[164] Hisdal E. (1988). Are grades of membership probabilities? Fuzzy Sets and
Systems, 25. — P. 325-348.

[165] Jung C. (1960) Psychologische Typen. — Gesammelte Werke. Rascher Verlag,
Zurich (перевод: Юнг К. (1995) Психологические типы. Санкт-Петербург:
Ювента. — М.: Прогресс–Универс, 717 с.)

[166] Kahneman D. and Tversky A. (1979) Prospect theory: An analysis of
decision under risk. Econometrica. — № 47. — P. 263–291.

[167] Kemeny J. G., Snell J.L., and Thompson G.L. (1957) Introduction to
Finite Mathematics. — Englewood Cliffs, New York: Prentice-Hall. (перевод:
Кемени Дж., Снелл Дж. и Томпсон Дж. (1965) Введение в конечную
математику. — М.: Мир, 487 с.)

[168] Klement E. P., Mesiar R., and Pap E. (2000) Triangular norms. — Kluwer
Academic Pub., Boston.

[169] Kline M. (1980) Mathematics. The Loss of Certainty. — New York: Oxford
University Press. (перевод: Клайн М. (1984) Математика. Утрата опреде-
ленности. — М.: Мир, 447 c.)

[170] Klir G. J. and Folger T. (1988) Fuzzy Sets, Uncertainty and Information.
— Prentice Hall, Englewood.

[171] Klochkov S. V. (2005) Inverse Eventological Markowitz’ Problem: the
Analytical Solution. Proceedings of 2-nd IASTED Intern. Multi-Conf. ACIT-



422 Эвентология

ACA’2005. — Novosibirsk: Institute of Computational Technologies. — P. 390–
392.

[172] Klochkov S. V. (2005) On a Solving the Inverse Eventological Markowitz’
Problem. Proceedings of 11-th IFSA-2005 World Congress. — Beijing: Tsinghua
University Press, Springer. — P. 327–329.

[173] Klochkov S. V. (2005) On Inverse Markowitz’ Eventological Problem.
Proceedings of Joint Intern. Conf. EUSFLAT-LFA’2005. — Barcelona:
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binomial multivariate distribution, 167
Blyth’s paradox «on three cakes», 350
bounds of union and intersection by Frechet,

202

certain fuzzy event, 224
classic random set of events, 55
classic set of events, 54
complement

— of random set of events, 55
conditional E-distribution, 120
conditional event, 114
conditional normalizing map, 114

— inverse, 114
conditional probability, 120
consumer

— eventological, 285

corollary from basic E-theorem, 252
correlation of events

— arity, Fréchet, 136
— pair, Fréchet, 139

covariance of events, 91, 107
— arity, 135
— pair, 132
— pair, arity, 141

dependence of fuzzy events, 235
dual event, 26
duality of co-being, 26
duality of event, 26

E-decision
— making, 361

E-distribution, 46, 50, 56, 120
— additive properties, 57
— classic, 56
— conditional, 120
— of random set of events, 56
— of set of events, 56
— layer uniform, 143
— partially layer uniform, 143
— pointwise dependent , 143
— uniform , 143

E-making decision, 361
E-portfolio analysis, 271
E-set-expectation, 256
E-set-median, 256
E-space, 115
E-statistics, 74
equipower uniform E-distribution, 143
event, 23

— -layer, 52
— -terrace, 51
— conditional, 114

event-layer, 52
event-terrace, 51

— as intersection, 51
— as union, 51

eventological consumer, 285
eventological distribution, 46, 50, 56, 120
eventological formulae of inversion

— connecting events with events-terraces,
87

— connecting events-terraces, 84
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eventological formulae of terrace inversing,
82

eventological function of membership degree,
228

eventological making decision, 361
eventological measurable space, 115
eventological portfolio analysis, 271
eventological problem

— of Markowitz, direct, 271
— of Markowitz, inverse, 271

eventological set-means of fuzzy events,
256

eventological space, 115
eventological statistics, 74
events man, 32

Fréchet
— bounds

— — for arity covariance of events,
135

— — for pair covariance of events,
132

— — for probability of intersection
of events, 132

— correlation of events
— — arity, 136
— — pair, 139

— inequalities
— — absolute, 142
— — for arity covariance of events,

135
— — for pair covariance of events,

132
— — for probability of intersection

of events, 132
— sail, 140
— wind, 140

function
— measurable, 54

fuzziness of co-being, 31
fuzziness of event, 31
fuzzy elementary event, 218
fuzzy event, 31

— by Zadeh, 198
— eventological, 207, 210

fuzzy events-terraces, 216

Gibbs’ E-consumer, 285

Homo eventus, 32

ideal events, 43
impossible fuzzy event, 224
indicator of fuzzy event, 224
indicator of Minkowski’s set-operation, 245
infinite probability space, 42, 43

Kolmogorov’s axiomatics, 39
Kolmogorov’s axioms, 40

layer
— -event, 52
— of a set of events, 52

layer of a set of events, 52
layer uniform E-distribution, 143

making decision
— eventological, 361

making E-decision, 361
making eventological decision, 361
matrix of chosen events, 212
mean-measure set, 61
measurable space, 50

— eventological, 115
metric

— asymmetrical, 64, 67
mono-preference, 353
multcovariance of events, 107
multinomial distribution, 171

own set of events, 32

piecewise dependent E-distribution, 143
pointwise dependent E-distribution, 143
power

— of a layer, 52
— of a set

— — of all subsets of a set of events,
51

— — of events, 51
power of fuzzy event, 254
private mind, 24
probability

— classical, 226
— conditional, 120
— of fuzzy event, 224
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probability of co-being, 29
probability of event, 29
probability space, 53

— classic, 53
probability space of fuzzy events, 224
prospectivity of co-being, 26
prospectivity of event, 26

random
— element, 54

— — probability distribution, 54
— set of events, 55, 56

— — arbitrary, 55
— — classic, 55
— — complement, 55

random element, 54
random finite abstract set, 61
random fuzzy event, 253
random set of events, 55, 56
real events, 43
resolution event ability of mind, 24
RFAS, 61
RFAS theory, 61

set
— of all subsets of a set of events,

51
— — power, 51

— of events, 50, 54
— — arbitrary, 54
— — classic, 54
— — power, 51
— — random, 55
— own, 32

— of random events, 54
— — arbitrary, 54
— — classic, 54

— of selected events, 50
set of events, 46, 56

— random, 56
— — arbitrary, 56
— — classic, 56

set of random events, 46, 56
set-base, 61
set-core, 61
set-expectation, 61
set-function

— subadditivity of set-functions including
power of a set, 60

— subdditivity on complements of
sets, 57

— superadditivity of set-functions including
power of a set, 58

— superadditivity on complements
of sets, 57

set-mean, 61
— eventological, 64

set-median, 61
— eventological, 64

set-mode, 61
— eventological, 66

set-operations by Minkowski with fuzzy
events, 241

set-preference, 351, 353
— eventological, 356

set-quantile, 61
— eventological, 72

Simpson’s paradox, 350
space

— eventological, 115
— measurable, 50
— probability, 53

— — classic, 53
space of being outcomes, 23
space of elementary fuzzy events, 224
statistics

— eventological, 74
subject sapience, 24

theory of fuzzy sets by Zadeh, 196
theory of set-means, 61
triangle conorm, 199
triangle norm, 199

uniform E-distribution, 143

value of co-being, 30
value of creation of event, 30
value of event, 30
value of perception of event, 30

Yule-Simpson’s effect, 350
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